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1. EXPRESIONES MATEMATICAS

En la asignatura se estudian métodos que permiten resolver problemas
matemdticos mediante la ejecucidén de célculos aritméticos simples, dichos
métodos se conoce con el nombre de métodos numéricos.

El que sea posible resolver problemas mateméticos complejos, con sim-
ples calculos aritméticos, es la razdén por la cual son empleados en la
resolucidén de problemas en todos los campos de la ciencia y de la inge-
nieria.

Sin embargo, si bien el proceso es simple, es también moroso: se re-
quieren cientos, miles e incluso millones de operaciones aritméticas para
encontrar un resultado, aspecto que dificultd su aplicacidén préctica has-
ta la invencidén de las computadoras.

Con la invencidén de las computadoras se hizo posible automatizar el
proceso de céalculo, pues como se sabe, las computadoras son capaces de
realizar, de forma confiable y eficiente, miles de operaciones aritméti-
cas en fracciones de segundo.

Actualmente, con la proliferacién de computadoras y dispositivos mébvi-
les programables, practicamente todos los problemas matemdtico de aplica-
cidén practica, se resuelven con la ayuda de los métodos numéricos. Si
bien los dispositivos méviles, principalmente los celulares, no son vis-
tos como computadoras, son en realidad micro-computadoras, que en algunos
casos (sobre todo los de ultima generacidn), tienen capacidades de proce-
samiento que compiten facilmente con los de una computadora portatil o de
escritorio.

Por todo lo anteriormente expuesto, seria inadmisible pretender ensefiar
la materia sin recurrir a una computadora o un dispositivo programable.

1.1. LENGUAJE DE PROGRAMACION A EMPLEAR EN LA MATERIA

Existe una amplia oferta de software, tanto libre como pago, gque tienen
implementado un amplio conjunto de métodos numéricos, por lo que es posi-
ble resolver con los mismos la mayoria de los problemas matemadticos: in-
tegracidén, diferenciacidn, resolucidédn de ecuaciones, etc. Dicho software
cuenta con su propio lenguaje de programacién, lo que permite implementar
en los mismos otros métodos numéricos, o, con mayor frecuencia, programar
funciones y/o resolver problemas que implican dos o méds métodos numéricos.

Entre dicho software se puede mencionar a Mathematica, Matlab, Maple,
Matcad, Derive y Eureka, gque son pagos, y a Octave y Scilab que son 1li-
bres. En todos ellos es bastante sencillo resolver problemas matemdticos
simples, sin embargo, para resolver problemas més complejos, que involu-
cran dos o mas métodos y/o funciones complejas, que son los problemas que
se presentan en la vida real, se deben elaborar programas, lo que implica
aprender el lenguaje de programacién del software elegido.

La principal desventaja, de este tipo de software, es que el lenguaje
de programacidén es especifico del mismo, y aunque algunos de ellos son
compatibles entre si (como Octave y Matlab), no son compatibles con otros
lenguajes de propdsito mas general, por lo que resulta dificil su aplica-
cién en otros ambientes como Internet.

Por lo anteriormente mencionado y tomando en cuenta que todos los dis-
positivos méviles actuales cuentan con un navegador Internet con soporte
Javascript, en la materia se ha elegido ese lenguaje para el desarrollo
de la misma. Sin embargo, se empleard también (principalmente para efec-
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tos de comparacién) Octave, el cual puede ser instalado en una computado-
ra (www.gnu.org/software/octave) o en un dispositivo mévil con sistema
Android, bajando la aplicacién de google play store
(https://play.google.com/store/) .

1.2. BREVE INTRODUCCION A JAVASCRIPT

Aunque JavaScript es un lenguaje creado con el propdsito de darle fun-
cionalidad a las paginas WEB (crear paginas WEB dinédmicas), es en reali-
dad un lenguaje de propdsito general, que puede y es empleado, en dife-
rentes campos de la actividad y conocimiento humano.

Quizad su principal ventaja es su universalidad: para hacer correr un
programa Javascript sélo se requiere un navegador Internet y los navega-
dores Internet estadn disponibles en todas las computadoras y dispositivos
programables actuales.

Como lenguaje soporta tanto la programacidn estructurada como la orien-
tada a objetos y es lo suficientemente potente y general como para permi-
tir la creacidén de aplicaciones complejas en todos los campos del conoci-
miento humano.

Para escribir un programa en JavaScript lo Unico que se requiere es un

editor de textos, como el block de notas de Windows (notepad), aunque se
pueden recurrir a editores mas especializados como notepad++
(http://notepad-plus-plus.orqg) para Windows o droidedit

(https://play.google.com/store/) para sistemas Android. Existen también,
entornos completos de desarrollo como eclipse (www.eclipse.org/) y Net-
Beans (http://netbeans.org/).

Como ya se dijo, para ejecutar un programa JavaScript lo Unico que se
requiere es un navegador Internet. Por esta razdén, los programas Ja-
vascript pueden ser ejecutados en cualquier sistema operativo siempre y
cuando cuente con un navegador Internet. Esto significa que un programa
escrito en un celular funcionard igualmente en Windows, Linux, Free BSD,
0S System (Macintosh), Solaris, Androide, Symbian y en cualquier otra
computadora y/o dispositivo programable que cuente con un navegador In-
ternet.

Ademéds la tecnologia en el campo de la informdtica se estd enfocando
cada vez mas en el desarrollo de aplicaciones WEB (donde JavaScript juega
un rol primordial), por lo que se prevé que en un futuro cercano todas
las aplicaciones, en todos los campos de la ciencia y del conocimiento,
se encuentren en ese ambiente. Se puede vislumbrar un futuro con aplica-
ciones corriendo en los navegadores de los dispositivos méviles, resol-
viendo problemas relativamente complejos en el mismo dispositivo y soli-
citando la solucién de problemas més complejos a un servidor Internet, el
mismo que estard ubicado en alguna parte del mundo, o quizéd incluso fuera
de este.

1.3. FUNDAMENTOS BASICOS DEL LENGUAJE

Javascript es un lenguaje interpretado, es decir gque para ejecutar un
programa, Javascript interpreta (traduce) la instruccidén a lenguaje de
maguina (en memoria) ejecuta dicha instruccidn, devuelve el resultado de
la instruccidén y pasa a la siguiente instruccidén, donde se repite todo el
proceso. Traducir cada instruccidén, cada vez que se ejecuta, consume
tiempo, por lo que los lenguajes interpretados, como Javascript, son mas
lentos que los lenguajes compilados, como C++. En estos ultimos el pro-
grama es traducido a lenguaje de madquina en su integridad y es guardado
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en un archivo que luego se ejecuta (sin necesidad de traduccidén pues ya
se encuentra en lenguaje de maquina) .

En contrapartida, los lenguajes interpretados son més flexibles que los
compilados, lo que por una parte hace mads féacil su programacién y por
otra permite crear, evaluar y usar elementos que se crean mientras el
programa se ejecuta (algo que es dificil de conseguir en los lenguajes
compilados) .

Un aspecto que se debe tomar muy en cuenta al programar en Javascript,
es que diferencia entre maytsculas y minusculas, por lo tanto “sqgrt” es
diferente de “Sgrt” o de “sQrt”, “SQRT”, etc.

En este acapite se hace un breve repaso de los fundamentos béasicos del
lenguaje. Estos fundamentos deben ser estudiados por comparacién con los
fundamentos del lenguaje de programacidén estudiado en la materia pre-
requisito. Si dicho 1lenguaje es Javascript, entonces este acépite les
sirve para refrescar los conocimientos adquiridos y en cualquier caso
sirve como referencia futura (tome en cuenta que, al ser las evaluaciones
con consulta, no es necesario memorizar la informacién que se les propor-
ciona, pero si comprenderla) .

1.3.1. Variables

Como ocurre con la mayoria de los lenguajes interpretados, las varia-
bles en JavaScript pueden almacenar cualquier tipo de informacidén. Las
variables toman el tipo de dato en funcidén al valor que almacenan.

Los nombres de las variables pueden estar formados por letras, numeros
y los simbolos “$” y “ ”. Los nombres de las variables no pueden comenzar
con numeros.

Para declarar una variable se emplea la palabra “var” seguida del nom-
bre de la variable (o del nombre de las variables separados con compas,
si se quiere declarar més de una variable).

Por ejemplo, las siguientes instrucciones declaran (crean) las varia-
bles a, b, c y d:

var aj;
var b, c, d;

Estas variables, sin embargo, no tienen un valor asignado. Una vez de-
claradas se les puede asignar valores con el operador de asignacidén “=",
por ejemplo:

a = 4.23;

b = “Javascript”;
c = 125;
d=101,2,3,4]1;

Donde a la variable “a” se le ha asignado un ntmero real, a la variable
“b” un texto, a la variable “c¢” un entero y a la variable “d” un vector.
Observe también que después de cada instruccidén se ha escrito un punto y
coma (“;”). En este ejemplo en particular el punto y coma no es impres-
cindible (porque cada instruccién se encuentra en una linea diferente),
sin embargo, para evitar errores, se debe escribir un punto y coma al fi-
nal de cada instruccién.
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Es posible declarar una variable y asignarle un valor inicial al mismo
tiempo (variables inicializadas), por ejemplo las anteriores declaracio-
nes y asignaciones se pueden hacer al mismo tiempo con:

var a = 4.23, b = “Javascript”, c¢c = 125, d = [1,2,3,4];

Si no se declara una variable con la palabra “var”, Javascript crea una
variable global, lo que puede dar lugar a errores dificiles de encontrar
dentro de los programas, por eso se recomienda que las variables en Ja-
vascript sean declaradas siempre con la palabra “var”.

1.3.2. Operadores

En JavaScript se pueden emplear los siguientes operadores aritméticos:

+ : Suma

- : Resta

* : Multiplicacién
/ : Divisidn

o°

: Residuo de la divisidén
++ : Incremento
: Decremento

Los cuatro primeros permiten realizar las operaciones bésicas, el quin-
to “%” devuelve el residuo de la divisidén (entera o real), el operador
“++” incrementa en uno el valor de una variable numérica, mientras que “—

A\

-“ disminuye en uno el valor de una variable numérica.

Los dos ultimos operadores (“++” y “--%) tienen un comportamiento que
varia en funcidén a si son escritos como prefijo (antes) o sufijo (después)
de la variable: si se encuentran como prefijo primero incrementan (o dis-
minuyen) el valor de la variable y luego realiza las operaciones con el
nuevo valor de la variable, mientras que como sufijo primero realiza las
operaciones con el valor original de la variable y luego incrementa o
disminuye su valor.

A més del operador de asignacién (“="), en JavaScript se cuentan con
los operadores de asignacidédn compuestos:

+= : Suma y asignacidén (x+=5; equivale a x=x+5;)

-= : Resta y asignacidén (x-=5; equivale a x=x-5;)

*= : Multiplicacién y asignacidn (x*=5; equivale a x=x*5;)
/= : Divisidén y asignacién (x/=5; equivale a x=x/5;)
%= : Residuo y asignacidén (x%=5; equivale a x=x%5;)

1.3.3. Estructuras “if-else”

La estructura if-else tiene la siguiente sintaxis:

if (condicidn) {
instrucciones 1;

} else {
instrucciones 2;

}

Si la condicidén es verdadera se ejecutan las “instrucciones 1”7 y si es
falsa “las instrucciones 2”. Como en otros lenguajes el caso contrario
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(V“else”) es opcional. Ademés, si en las “instrucciones” sbélo se tiene una
instruccidén, no es necesario escribir las llaves, aunque el escribirlas
no constituye un error.

Otro aspecto que es importante hacer notar es que JavaScript no distin-
gue los espacios en blanco adicionales (incluido los saltos de linea y
los tabuladores). Asi la instruccién “if-else” puede ser escrita también
de las siguientes formas:

if (condicidn) {instrucciones 1;} else { instrucciones 2;}

if ( condicién )
{
instrucciones 1;

}

else

{

instrucciones 2;

if (condicién) {instrucciones 1; }else{instrucciones 2;}

if

(condicién)

{ instrucciones 1; }
else

{ instrucciones 2; }

Y por supuesto muchas otras formas méds. Esta caracteristica se aprove-
cha para ordenar (no desordenar) las instrucciones y hacerlas mas legi-
bles, sin embargo, no se debe olvidar que los nombres de las variables,
funciones y otros identificadores no pueden tener espacios en blanco.

1.3.4. Operadores relacionales y légicos
Como en otros lenguajes, la condicidén se construye empleando operadores

relacionales y lbégicos. Los operadores légicos disponibles en Javascript
son:

> : Mayor que
< : Menor que
== : Igual a

== Igual y del mismo tipo que

<= : Menor o igual a

>= : Mayor o igual a

= : Diferente de

== Diferente o de otro tipo que
Y los operadores ldégicos son:

! : No ldégico

&& : Y légico
| : O légico
El operador “!” devuelve verdadero si el valor al que precede es falso
y falso si es verdadero. El operador “&&” devuelve verdadero sbélo si los

dos valores gque compara son verdaderos, en cualquier otro caso devuelve
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falso. El operador “||” devuelve falso sbélo si los dos valores que compa-
ra son falsos, en cualgquier otro caso devuelve verdadero.

En Javascript cualquier valor diferente de 0 es interpretado como ver-—
dadero, mientras que 0 es interpretado como falso, igualmente el texto
vacio (V%) es interpretado como falso y cualquier otro texto como verda-
dero. Sin embargo las expresiones relacionales y/o ldégicas devuelven el
valor légico “true” (verdadero) o “false” (falso), que si se requiere son
convertidos automdticamente por Javascript en 1 o O.

1.3.5. La estructura “switch”

Si existen dos o méds condiciones consecutivas y en las mismas se com-
para un mismo valor con otros, resulta méds eficiente emplear la estructu-
ra “switch”:

switch (n) {

case valor 1:
instrucciones 1;
break;

case valor 2:
instrucciones 2;
break;,

case valor 3:
instrucciones 3;
break;

default:
instrucciones por defecto;,

}

Donde “n” es el valor a comparar y “valor 1”7, “valor 2”, etc., son los
valores con los que se compara. Si “n” es igual a uno de estos valores se
ejecutan las instrucciones que se encuentran dentro de ese caso (“case”)
y el programa continta con la instruccién que sigue a “switch” (después
de las llaves). Si el caso no tiene un “break”, entonces se ejecutan las
instrucciones de ese caso, luego las instrucciones del caso siguiente vy
luego del caso subsiguiente, hasta que se encuentre un “break” o hasta
que termina la estructura.

A\ey4

”

1.3.6. El1 operador "“?”

Si las instrucciones que se ejecutan en base a una condicidén son sim-
ples, se puede emplear el operador “?”, en lugar de “if-else”. La sinta-
xis de este operador es la siguiente:

r = (condicién) ? instruccidén 1 : instruccidén 2;

Donde se ejecuta la “instruccidén 1” si la “condicidén” es verdadera y la
“instruccién 2” si es falsa. El resultado devuelto por la “instruccién 1”
o “instruccién 2”7, es asignado a la variable “r” (o puede ser empleado
directamente como argumento de una funcidén o dentro de una expresiédn).

En realidad es posible escribir més de una instruccidén, si se separan
con comas y encierran entre paréntesis, en cuyo caso el valor devuelto es
el resultado de la ultima instruccidén ejecutada, sin embargo, si se tiene
mads de una instruccidédn generalmente es preferible emplear la estructura
“if-else” en lugar del operador “?”.
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1.3.7. La estructura “while”

La estructura “while” tiene la siguiente sintaxis:
while (condiciédén) {

instrucciones;

En esta estructura las “instrucciones” se ejecutan, repetidamente,
mientras la “condicidén” es verdadera. Si se trata de una sola instrucciédn

no son necesarias las llaves, pero el escribirlas tampoco constituye un
error.

1.3.8. La estructura “do-while”

Esta estructura tiene la siguiente sintaxis:
do {

instrucciones;
} while (condiciédn);

Esta estructura tiene la misma ldégica que la anterior, excepto que la
condicidén estd al final del ciclo, razdbén por la cual las “instrucciones”

se ejecutan por lo menos una vez (mientras que con “while” es posible que
no se ejecuten nunca) .

1.3.9. La estructura “for”

La estructura “for” tiene la siguiente sintaxis:
for (inicializacidén; condicidn; incremento) {
instrucciones;

}

En esta estructura las “instrucciones” se repiten mientras la “condi-
cidén” es verdadera, sin embargo, a diferencia de “while”, primero se eje-
cutan las instrucciones escritas en “inicializacidén” (una sola vez) y an-
tes de repetir el ciclo se ejecutan las instrucciones escritas en “incre-
mento” (cada vez que se repite el ciclo). Normalmente en “inicializacidn”
se escriben las instrucciones que inicializan la o las variables (separa-
das con comas), mientras que en “incremento” se escriben las instruccio-
nes que incrementan o disminuyen el valor de los contadores.

1.3.10.La estructura “for-in”

La sintaxis de esta estructura es:
for (atributo in objeto) {

instrucciones;

Esta estructura realiza una iteracidn por cada elemento que existe en
el “objeto”, recuperando en la variable “atributo”, una a una, las pro-
piedades del objeto. Si el objeto es un vector o texto, los atributos son

los indices del vector, es decir nUmeros enteros consecutivos, comenzando
en 0.
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1.3.11.Los comandos "“break” y “continue”

Para salir del interior de un ciclo, sin que se cumpla la condicidén del
mismo, se escribe el comando “break”. Cuando Javascript encuentra este
comando, termina inmediatamente la ejecucidén del ciclo y pasa a ejecutar
la siguiente instruccidén del programa (la que estd después del ciclo).

Para continuar con el siguiente ciclo, sin terminar el ciclo actual, se
escribe el comando “continue”. Cuando Javascript encuentra el comando
“continue” pasa inmediatamente al siguiente ciclo, dejando sin ejecutar
las instrucciones restantes.

1.3.12.Ciclos infinitos

La aparicién de un ciclo infinito en un programa indica la existencia
un error: una condicidén errdnea. No obstante, cuando debido a la légica
del problema, se debe salir del ciclo en alglin punto intermedio del mismo
(no al principio ni al final) se crea un ciclo infinito (escribiendo
“true” en lugar de la condicidn) entonces se sale del ciclo, desde cual-
quier punto intermedio del mismo, empleando el comando “break”.

La sintaxis de un ciclo que termina en algun punto intermedio del mismo
es aproximadamente la siguiente:

while (true) {
instrucciones;
if (condicidon) break;
instrucciones;

}

Que puede ser implementada también con las estructuras “do-while” vy
“for”:

do {
instrucciones;
if (condicidn) break;
instrucciones;

} while (true);

for (;;) {
instrucciones;
if (condicidn) break;
instrucciones;
Observe que en el caso de la estructura “for”, para crear un ciclo in-

finito, simplemente se dejan en blanco los sectores de inicializaciédn,
condicién e incremento.

1.4. ESCRITURA DE CODIGO JAVASCRIPT

Una vez repasados los fundamentos del lenguaje, se pueden elaborar al-
gunos programas basicos en Javascript.

Como ya se dijo, Javascript es un lenguaje que corre en los navegadores
Internet, por lo tanto, un programa Javascript, debe ser escrito y/o im-
portado en una pagina HTML. Ello implica aprender también algo de HTML
(el lenguaje de las paginas WEB).

Las instrucciones en HTML se escriben dentro de etiquetas. Las etique-
tas son palabras reservadas que se encierran entre los simbolos “< >”. La
mayoria de las etiquetas tienen una etiqueta de apertura y otra de cierre.
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La etiqueta de cierre se diferencia de la de apertura porque estéd prece-
dida por el simbolo “/”, por ejemplo todas las etiquetas de un pagina
HTML se encierran dentro de la etigqueta “html”:

<html>
</html>

La etiqueta dentro la cual se escribe (o importa) cédigo Javascript es
“script”. En la mayoria de los navegadores es suficiente escribir esta
etiqueta para que sea reconocido como cdbédigo (instrucciones) Javascript.
Asi por ejemplo si se crea el archivo “hola.html”, en Notepad, Notepad++,

DroidEdit o cualgquier otro editor de textos y se escribe dentro del mismo
lo siguiente:

<script>
alert("Hola Mundo!");
</script>

Al abrir el archivo, en un navegador, aparece una ventana de alerta con
el mensaje “Hola Mundo!” (la instruccidén “alert” de Javascript, sirve
justamente para ese fin). La apariencia de esta ventana varia de un nave-
gador a otro, pero no su funcionalidad, asi en Google Chrome es:

& Alerta de JavaScript S

Haola Mundo!

Aceptar

En Firefox:

Hala Mundaol

Y en Opera:

lavaScript
<localhost>

Hola Mundo!

[] Interrumpir la gjecucidn de scripts en esta pagina

Por supuesto, la apariencia varia también en los dispositivos méviles,
asi en Dophin (en los dispositivos Android) es:
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content://maobi.mgeek.
TunnyBrowser.htmlfileprovid...

Hola Mundo!

lIIIIHHHHHIIIII|

En Firefox:

[Aplicacion JavaScript]

Hola Mundo!

localhost
Hola Mundo!

UC Browser tiene alguin defecto (un bug) con las ventanas emergentes
pues no las muestra ni genera ningun mensaje de error.

Y en Opera:

Ahora se verd con més detalle cbémo crear un archivo HTML. Una vez
abierto el editor, simplemente se elige la opcidén archivo->nuevo y se
guarda el archivo con la extensién “.html”. Asi en Notepad (en el Dblock
de notas), se elige la opcidén “Guardar como..”:

E Sin titulo: Bloc de notas

Archivo | Edicién Formate Ver Ayuda

Muevo Ctrl+M
Abrir... Ctrl+ A
Guardar Ctrl+ G
Gu&dar como...

Configurar pagina...

Imprirnir... Ctrl+P

Salir
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En la ventana gque aparece se elige la carpeta en la cual se qguiere
guardar el archivo y se guarda el archivo con el nombre “hola.html”:

Mombre:  hola.htrmnl

Tipo: |iTodos los archives (*.%)

carpetss Codificacion: | ANSI | | Guargar |
L

Igualmente, en Notepad++, después de crear una nueva pagina (“Ctrl+N” o
ment Archivo->Nuevo), se elige la opcidén “Guardar como..”
Muevo

—
"k,
M new 4 ]
Abrir

Recargar desde disco
Guardar
PRES!

Guar§r COMa...
B listar_ Guardar una copia coma...

- Guardar todo

Renombrar...

Y se guarda el archivo con la extensién “.html”:

MNombre: hala]html - Grardar

Tipa: [NDI'I'I'IEIHEﬂmE () v] [ Cancelar ]

Alternativamente, en Notepad++, se puede elegir primero el lenguaje:

| Lenguaje | Configuracien Macro  Ejecutar Plugins  Ven

A 3

Batch 3 L |j| [e] [
C 3

D ]

F 3

GuidCh

H ] Hazkell

INMNO HTNL

J vl .

Y luego guardar el archivo (Archivo->guardar) con el nombre “hola” (la
extensidén “html”) se aflade automdticamente:

Mombre: hola| - Guardar
Tipo: [I—I}rper Text Markup Language file {*html;* htm;* shtrml;* sl - Cancelar

En los dispositivos méviles con sistema Android, si se estd trabajando
con Droidkdit, se abre el editor, haciendo tap (clic) sobre el icono de
la aplicaciédn:
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Por supuesto se pueden emplear otros editores como WebMaster’s HTML,
DreamkEdit, Syntax Highlighted, etc. Una vez en el navegador se crea un
nuevo archivo haciendo tap (clic) en el icono respectivo, que en el caso

de DroidEdit es:

Entonces se escribe algun carédcter (para que se habilite el icono
“guardar”) y se guarda el archivo haciendo tap en el icono guardar, gue
en el caso de DroidEdit es:

Entonces en la ventana que aparece se hace tap en “Local” (es decir que
se elige guardar el archivo en el dispositivo mévil) :

r E

o Elegir Sistema de Archivos

ﬂ Local

Dropbox

Y en la nueva ventana que aparece se elige la carpeta en la que se
quiere guardar el archivo y se crea el archivo con el nombre “hola.html”:

Guardar Archivo

Ll

fmnit/sdcard/ External5SD/hpw/MATZ05

B
.ﬁ tema_1

-& tema 14
{hcla,htmi Crear
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Como se ha visto, es posible escribir cédigo Javascript simplemente con
la etiqueta “script”, sin embargo, para crear programas realmente utiles,
es necesario emplear algunas otras etiquetas mas. La estructura HTML béa-
sica que se empleard para escribir programas en Javascript, es:

<html>
<head>
<title>Titulo de la pagina</title>
<script type="text/javascript">
codigo Javascript
</script>
</head>
<body>
Etiquetas HTML
<script type="text/javascript">
cédigo Javascript
</script>
Etiquetas HTML
</body>
</html>

Como ya se explicd, la etiqueta “html” le indica al navegador que su
contenido es HTML.

La etiqueta “head” identifica el encabezado de la pagina. El1 cbédigo Ja-
vascript escrito en esta parte, asi como otros elementos que se incluyen
en esta parte, se cargan en primer lugar.

La etiqueta “title” sirve para darle un titulo a la pagina, este titulo
es el que aparece en la pestafia del navegador, ayudando a identificar la
padgina (por supuesto no es imprescindible).

La etiqueta “body” identifica el cuerpo del documento. Es en esta parte
donde se escribe la mayoria de las instrucciones HTML.

Como se puede observar, las instrucciones Javascript pueden ser escri-
tas tanto en el encabezado como en el cuerpo del documento. Es posible
también escribir varios bloques de cdédigo en diferentes partes del docu-
mento (dentro de etiquetas “script”) y en ese caso son ejecutados secuen-
cialmente, en el orden en que fueron escritos.

Sin embargo, es aconsejable escribir las instrucciones en un solo blo-
que: en el encabezado del documento (head). De esa manera se garantiza
que las funciones, estén disponibles para su uso desde un principio, ade-
mads se facilita su mantenimiento y se evita entremezclar cbédigo Ja-
vascript con instrucciones HTML.

En realidad, lo mé&s aconsejable es escribir el cédigo Javascript en un
archivo independiente (con la extensién “.js”) e importar el mismo en la
pagina HTML con la siguiente etiqueta:

<script type="text/javascript" src="nombre_del_ archivo_Javascript.js"></script>

Donde se reemplaza “nombre_del archivo_Javascript” por el nombre real del ar-
chivo que contiene el cédigo Javascript.

El atributo “type”, que se ha escrito en todas las etiquetas “script”, no es
realmente necesario. La mayoria de los navegadores actuales asumen que, si no
existe el atributo “type”, se trata de cdédigo Javascript, pero, por razones de
claridad y universalidad, es conveniente escribirlo.

Con estas consideraciones se reescribe el programa “Hola Mundo!”, te-
niendo en Notepad++ la siguiente apariencia:
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1 <html>

2 Ett'ﬂead‘.}

3 <title>Hola Muondo</title>

1 [ «<s=script type="text/javascript">

alert {"Hola Mundo!™)

| 1]

- «/script>
F</head>
8 [H<body>
g F < /body>
10 -</html>

Y en DroidEdit:

<html>
<head>
<title>Hola Mundo</title>
<script type="text/javascript">
alert("Hola Mundo!");
</script>
</head>
<body>
</body>
0|</html>
Por supuesto este programa hace lo mismo que el anterior (con excepcidn

del titulo de la pé&gina). No debe olvidar “guardar” el archivo una vez
escrito el cédigo.

1
2
3
4
5
6
7
8
9
1

Una vez creado el archivo HTML debe ser abierto en un navegador. Y para
ello existen varias alternativas, la mads sencilla (en Windows) consiste
en arrastrar el icono del archivo:

# detensas.himl

icn.htm
i evai xn.php

'?’ - copia.php
\“'ii'-l.r_,.dar.php

€ # Crear vinculo en defensa

& in=rrincinnes html

Y soltarlo sobre la ventana del navegador:

& C [ file)///C/xampp/htdocs/hpv/defensa/hola.html
£ Traducter de Google Free Android Mohile..,

o

.

+ Copiar |
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También se puede hacer clic sobre el archivo, con el botdén derecho del
mouse y en el menu emergente se elige “abrir con..”, seleccionando luego
el navegador con el cual se quiere abrir la pégina:

'€ hola : Chrome HTML Do...
— Abrir

€ inscr ] Chrome HTML Do...
I-Zip . _

=] leerr Archive PHP

=] nom ™ Convertira Adobe PDF Archivo PHP

] opei i  Combinar archivos admitidos en Acrobat... Archivo PHP

|=] opci| (&) Analizar hola.html Archivo PHP

¢ prht G MyWinLocker » k. Chrome HTML Do...
& prue [ Edit with Notepad++ Chrome HTML Do...
& prue Abrir con » E Bloc de notas

© prus o Shredder y | @ [fyefox

| tem: & Google Chrome

Db misrme somer i e b e e

Es posible también escribir directamente, en el campo de direcciones
del navegador, el camino donde se encuentra el archivo, precediendo dicho
camino con la palabra file:///, asi si el archivo se encuentra en
C:\MAT205\hola.html, se escribe:

[ 7 Calculadora Javascript X [ 7 Hola Mundo

L C' [ filey//C:/MAT205/hola.html

En los dispositivos méviles con sistema Android, se abre la pagina ubi-
cando el mismo con un administrador de archivos (como File Manager) :

/mnt/sdcard/_ExternalSD/hpv
TOHOON

Inicio Arriba Multi Atras Siguiente  Buscar
(7 tema_1
8 items 09-01-2013 15:36 | drw
(1 tema_14
28 items 03-02-2013 21:22 | drw
(7 tema_3
L" 11 items 16-01-2013 15:09 | drw
hola.html
1M 0,14K 23-02-201315:12 | -rw
newton.m
0,33K 27-01-2013 00:49 | -rw
E prue.html
1M 0,21K 22-02-2013 21:10 | -rw

Entonces se hace tap en el archivo (en “hola.html”) y en el menu que
aparece se hace tap en el navegador con el cual se quiere abrir la pagina:
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Completar accién utilizando

a Dolphin Browser

|
-

- DroidEdit

é Editor de archivo

ll@"_"‘ﬁ Editor de Texto

@ Firefox

Utilizar de forma

predeterminada para esta
accion

Es posible también escribir en el navegador el camino donde se encuen-
tra el archivo (de manera similar a como se procede en Windows) .

A més del editor de textos, en los dispositivos Android se recomienda
instalar el teclado "Multiling” (de play store). Este teclado estd dispo-
nible en varios idiomas y tiene una configuracidén que facilita considera-
blemente la escritura de cédigo.

1.5. EJERCICIOS

1. Cree la pagina “saludo.html” que muestre un mensaje de alerta con su
nombre completo.

2. Cree la péagina “info.html” que muestre un primer mensaje de alerta
(escrito en el encabezado de la pagina) con el numero de su carnet
de identidad y un segundo mensaje (escrito en el cuerpo del documen-
to) con el nUmero de su carnet universitario.

1.6. FUNCIONES MATEMATICAS EN JAVASCRIPT
Las funciones matemdticas en Javascript han sido definidas dentro del

objeto “Math”. En Javascript, para acceder tanto las funciones como a los
datos de un objeto, se escribe el nombre del objeto, un punto y el nombre
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de la funcidén, es decir:
Nombre del objeto.Nombre de la funcidén o dato
Por ejemplo, para calcular la raiz cuadrada de 4.52 se escribe:

Math.sqgrt {4.52)

Las funciones matemdticas existentes en este objeto son:

sin(x) : Seno de en angulo en radianes “x”

cos (x) : Coseno del angulo en radianes “x”

tan (x) : Tangente del &ngulo en radianes “x”

asin (x) Arco seno del valor x, valor devuelto en radianes.

acos (x) Arco coseno del valor x, valor devuelto en radianes.

atan (x) : Arco tangente del valor x, valor devuelto en radianes.

atan2 (x,y): Arco tangente del cociente de “x” y “y”.

log (x) : Logaritmo natural de “x” (loge (x)

exp (x) : Exponente de “x” (e¥).

sqgrt (x) : Raiz cuadrada de “x”

pow (x,Vy) : Resultado de elevar “x” a “y” (xY).

abs (x) : Valor absoluto de “x” (x sin signo).

round (X) : Valor de “x” redondeado al entero més cercano (el entero
mayor si la parte fraccionaria es mayor o igual a 0.5).

ceil (x): Valor de “x” redondeado al entero mayor inmediato.

floor (x) : Valor de “x” redondeado al entero menor inmediato.

random () : Numero real aleatorio comprendido entre 0 y 1.

Donde también se ha definido las siguientes las constantes matemdticas:

E: Numero de Euler.

LN2: Logaritmo natural de 2.

LN1O: Logaritmo natural de 10.

LOG2E: Logaritmo del ntmero de Euler en base 2.
LOG1O0E: Logaritmo de Euler en base 10.

PI: Numero pi.

SQRT1 2: Raiz cuadrada de 1/2.

SQRT2: Railz cuadrada de 2.

A propdsito, en la programacidédn orientada a objetos las funciones se
denominan “métodos” y los datos “propiedades” o “atributos”, por lo tanto,
las anteriores funciones son méds propiamente “métodos” del objeto “Math”
y las constantes los “atributos” de dicho objeto.

Cuando se trabaja con expresiones matemdticas, resulta tedioso tener
que escribir, una y otra vez, “Math.” delante del nombre de cada una de
las funciones y/o constantes matemdticas. Afortunadamente, en Javascript
es muy simple asignar otro nombre (un alias) a un método o atributo. Por
ejemplo, ©para calcular la raiz cuadrada con ‘“sqrt” en lugar de
“Math.sqgrt”, se escribe:

sgrt = Math.sgrt;

Después de esta asignacidn, la raiz cuadrada de 4.52 se calcula simple-
mente con:

sgro{4.32)

Sin embargo este alias es local: sbélo puede ser empleado en la pagina
donde ha sido creado, por lo que si se requiere en otra, debe volver a
ser creado. El crear alias, en cada padgina que asi lo requiera, no es na-
da préactico, por lo que debe ser evitado mediante la creacidén de una 1i-
breria (un archivo Javascript independiente) donde se crean, una sola vez,
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todos los alias para todas las funciones matematicas.
lo que se ha hecho en la libreria “mat205.js”.

Esto es Jjustamente

En la libreria “mat205.js” (que se distribuye con el material del tema)
no sbélo se han creado alias para todas las expresiones matematicas exis-
tente, sino gque ademds se han afiadido algunas funciones matemdticas que
no estéan presentes en el objeto “Math”.

Las funciones matemdticas afhadidas en “mat205.js” son:

csc (x) Cosecante de x.

sec (x) Secante de x.

cot (x) Cotangente de x.

sinh (x) Seno hiperbdlico de x.

cosh (x) Coseno hiperbdélico de x.

tanh (x) Tangente hiperbdlica de x.

csch (x) Cosecante hiperbdlica de x.

sech (x) Secante hiperbdlica de x.

coth (x) Cotangente hiperbdlica de x.

asinh (x) Arco seno hiperbdlico (seno hiperbdélico inverso) de x.
acosh (x) Arco coseno hiperbdlico (coseno hiperbdélico inverso) de x.
atanh (x) Arco tangente hiperbdlico de x.

sqr (x) Cuadrado de x.

sign (x) Signo de x: 1 positivo, -1 negativo, 0 cero.

cbrt (x) Raiz cuUbica de x.

odd (x) Impar. Verdadero si x es impar, falso en caso contrario.
even (x) Par. Verdadero si x es par, falso en caso contrario.
xroot (x,n) Raiz enésima (n) de x.

quot (x,Vy) Cociente de la divisidén entre “x”7 y “y”

frac(x) Parte fraccionaria de x.

isInteger (x) Es entero. Veradero si x es un entero.

toDeg (x) Convierte x de radianes a grados.

toRad (x) Convierte x de grados a radianes.

1logl0 (x) Logaritmo en base 10 de x.

log2 (x) Logaritmo en base 2 de x.

logb (b, x) Logaritmo en base “b” de x.

fact (n) Factorial de n.

Esta libreria cuenta también con muchas otras funciones y se le afiadi-
radn otras mas a medida que se avance en la materia, por lo tanto, seréa
actualizada frecuentemente.

Para emplear esta libreria, simplemente se la importa en la cabecera de
la pagina HTML con la etiqueta “script” (como ya se explicd previamente) :

<script type="text/javascript” src="mat205.js"></script>

Por ejemplo,
ca:

para calcular el valor de la siguiente expresidén matemdti-

In(csc(7) — sec(9.2) + tan(0.4))%3

Se puede crear la siguiente pagina HTML (ejemplol.html) :

<html>
<head>
stitlesBEjemple l</tcitle>
script type="text/javascript" src="mat205.]js"></script>
</head>
<body>
<hl>Ejemplo 1</hl>

[T " TR T % B =

1 oy n
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[Ts]

E <prResnltado de la expresion:
= <z3cript tvpe="text/Jjavascoript">

10 var r = pow{log{csc(7)-sec(8.2)+tan{0.4)}) ,5.3)
document .write({r) ;

B </ scripts>

- =/ p>

14 </ /body>

-/ html>

[£ <prResnltado de la expresidn:</p>

[
o3

L

Te]

<script tyvpe="text/javascript">

Que al ser abierta en el navegador muestra lo siguiente:
L]
Ejemplo 1

Eesultado de la expresion: 2.206014639244216

Si el navegador no muestra el resultado, lo mas probable es que se haya
cometido algtn error al escribir el cédigo Javascript, por lo debe ser
revisado. Por defecto los navegadores Internet no muestran ningin mensaje
cuando se produce algun error en la ejecucidén del cdébdigo Javascript. Si
no se logra el resultado buscado, se debe asumir que se ha cometido algin
error y revisar el cédigo. E1l cometer errores de escritura (sintaxis) es
lo més frecuente cuando se programa y es mads frecuente en los primeros
programas, por eso es necesario acostumbrarse a revisar el cédigo, encon-
trar los errores y corregirlos, tratando de evitar volver a cometerlos.

En esta pagina se han empleado dos nuevas etiquetas HTML: “hl” y “p”.

La etiqueta “hl” muestra, el texto que se escribe en su interior, como
un encabezado de primer nivel (un titulo). En HTML se tienen etiquetas
tipo encabezado hasta un sexto nivel: “h2”, “h3”, “h4”, “h5” y “h6”.

w

La etiqueta “p”, por otro lado, muestra el texto que se escribe en su
interior como un parrafo, es decir que afiade un salto de linea (y cierto
espaciamiento) antes y después del texto.

Observe que, como era de esperar, la expresidén matemdtica ha sido eva-
luada sin necesidad de escribir “Math.”. Es importante aclarar que para
que el cdéddigo funciones correctamente el archivo “mat205.js” (la libreria)
debe estar en el mismo directorio que la pagina HTML.

En esta padgina se ha empleado también una nueva instruccién Javascript:
“document.write”. Esta instruccidén inserta en la pégina, el texto que se
escribe, como cédigo HTML. El1 objeto “document” representa a la péagina
HTML y a mas de “write” cuenta con otras propiedades y métodos, algunos
de los cuales serdn estudiados posteriormente.

En el ejemplo, la instruccién “document.write” transforma, automdtica-
mente, el resultado almacenado en a variable “r” en texto e inserta dicho
texto en la pagina (dentro de la etiqueta “p”).

Puesto que “document.write” permite insertar instrucciones HTML en la
padgina, es posible crear todo el contenido de la pagina directamente en
Javascript. Por ejemplo para calcular el valor de la siguiente expresidn
matematica, para valores de “y” iguales a 3.1, 4.2 y 7.3:
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sly+4! +y32
eY + cos(y)

Se puede crear la siguiente pagina HTML (ejemplo2.html) :

1 <html>

2 Ec'ﬂeadb

3 zoitlesBjemplo 2</titlex

g script tvpe="text/javascript" src="mat205.]js"></script>

5 [ <script type="text/javascript"»

& document .write{"<hl>Ejemplo Z2</hl1>™)

7 var y = 3.1;

8 var r = chro{(yt+fact(2)+pow(v,3.2))/ (exp(v)+tcos(y))}):

g document .write ("<prResultado de la expresion para v = "+
10 v+ => "prd"epE") s

11 vy =4.2;

12 r = cbhrt((yt+fact (2)+pow(y,3.2) )/ (exp(y)+cos(v))):

13 document .write {("<prResultado de la expresion para v = "+
14 v+ => "+r+"</ ")

15 vy =T.3;

16 r = cbhrt((yt+fact (2)+pow(y,3.2)) f(exp(y)+cos(v))):

17 document .write {("<prResultado de la expresion para v = "+
18 v+ => "+r+"</ ")

139 - < fzcript»
20 </ heads
21 [C=<body>
22 </ body>
23 -</html>

Que al ser abierta en un navegador muestra lo siguiente:
Ejemplo 2
Eesultado de la expresion para v = 3.1 => 1 4487162948454166
Resultado de la expresion para v=42=>12423120431812926

Eesultado de la expresion para v = 7.3 == 0.7441584513794072

Como se puede observar en este programa, para concatenar (unir) texto
se emplea el operador de suma (“+”), ademds, Javascript convierte automa-
ticamente los valores numéricos en texto.

Como ya se explicd, Javascript ignora los espacios en blanco adiciona-
les (incluyendo saltos de linea y tabulaciones). En este programa se ha
aprovechado ese hecho para dividir, en dos lineas, las instrucciones “do-
cument.write” de manera que quepan en la pantalla, sin embargo, el pro-
grama funciona igual si dichas instrucciones son escritas en una sola 1i-
nea.

N4

Observe también que las variables “y” y “r” han sido declaradas una so-
la vez (con “var”), pues una vez declaradas se les puede asignar nuevos
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valores, sin necesidad de volver a declararlas, las veces que se requiera.

Como es lbégico suponer, al crear este programa las instrucciones han
sido escritas una sola vez: para el primer valor. Para los dos valores
restantes, simplemente se han copiado y pegado estas instrucciones cam-
biando luego el valor de “y” y borrando la palabra “var”

Aunque en los dos ejemplos anteriores se ha creado una pagina HTML para
cada expresidén, como se supondréa, es perfectamente posible evaluar tantas
expresiones como se quiera en un sola pagina. Por ejemplo, para encontrar
el valor de la siguiente expresién:

log(x +.Jy+ Z)
5,
Jx +y?
Para x=1.1, y=1.4, z=1.9; x=2.3, y=5.2, z=8.3; x=1.9, y=1.2, z=3.1. Y
el valor de la siguiente expresién:

sin(x) + cos(y)
( 3.4tan(x + y) )

Para x=130°, y=200°; x=200°, y=120°; x=160°, y=125°, se puede crear la
siguiente pagina HTML (ejemplo3.html):

1 <html>

2 Eﬂqead}

3 ztitle>Ejemplo 3</titlex

3 <script tvpe="text/javascript" src="mat205.]js"></script>

5 [H «secript tvpe="text/Jjavascript":>

& document .write("<hl>Ejemplc 3</hl>") ;

7 document .write ("<hZ>Resultados de la primera expresidn:</h2>"});:
8 var x=1.1, yv=1.4, =z=1.9;

g var r = loglO(=xt+sqgrt{v+z)) fxroot (x+pow(v,Z),53):

10 document .write ("<p>Fara =="4+x+", v="4+y+", z="4+z+" => "4r+"</p>")
11 ®x=2.3; y=5.2; 2=8.3;

12 r = logld(x+sgrt({v+z)) /xroot (Xt+pow(v,2),53) !

13 document .write ("<p>Fara =="4+x+", v="4+y+", z="4+z+" => "4r+"</p>")
14 x=1.9, y=1.2, =2=3.1;

15 r = logld(x+sgrt({v+z)) /xroot (Xt+pow(v,2),53) !

16 document .write ("<p>Fara =="4+x+", v="4+y+", z="4+z+" => "4r+"</p>")
17 document .write ("<hZ>Resultados de la segunda expresion:</hZ>"):
18 var x0=130, y0=200;

19 ¥x=toRad(x0) , wv=toRad(y0)}
20 r = loglO{(sin(x)+cos(v)) /(3. 4%can(x+v))) :
21 document .write{"<p>Para x="4+x04+"°, v="4+y04"°? => "4r+"<Sp=");
22 x0=200, y0=120;
23 ¥x=toRad(x0) , wv=toRad(y0)}
24 r = loglOo{(sin(x)+cos(v))/{(3.4%can(x+v)))
25 document .write{"<p>Para x="4+x04+"°, v="4+y04"°? => "4r+"<Sp=");
26 x0=160, y0=125;
27 ¥x=toRad(x0) , wv=toRad(y0)}
28 r = loglO{(sin(x)+cos(v))/{(3.4%can({x+v))):
29 document .write{"<p>Para x="4+x04+"°, v="4+y04"°? => "4r+"<Sp=");
30 - «</script>
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1.

< /head>
<body>
</ body>
</html>

Que al ser abierta en un navegador muestra:

Ejemplo 3

Resultados de la primera expresion:

Parax=11,v=14.z=19=>0373295627961028
Parax=23,v=51, z=83 =>0.0502867873527808

Parax=19, y=12, 7=3.1 => 0 4622452740293394
Resultados de la segunda expresion:

Para x=130°, v=200° == -1.0532480596708227
Para x=200°, y=120°==> -0.5299699661565509

Para x=160°, v=125%==> -1 7387698762266683

EJERCICIOS

Para presentar los ejemplos y ejercicios del tema, debe crear una car-

peta con el nombre “temal” y guardar en la misma todos los archivos HTML
creados.

3.

Cree una pagina HTML para calcular el valor de la siguiente expre-
sidén:

log(6.75)

62+ 1327002

Cree una pagina HTML para calcular el valor de la siguiente expre-

A4

sién, para valores de “x” iguales a 2.3, 4,5 vy 7.2.

. <\/x +2x93 + 1.2)
Sin

2x+ 0.5

Cree una péagina HTML para calcular el valor de la siguiente expre-
sién, para valores los siguientes wvalores de “x” y “y”: x=9.2, y=5.6;
x=2.3, y=8.4; x=7.1, y=6.3.

0.34

sec0)

(sin(x) - sinh(x)
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6. Cree una pagina HTML para calcular el valor de la siguiente expre-
sién, para los siguientes valores de “x”, “w’ y “z”: x=2.2, y=3.2,
z=4.5; x=3.1, y=5.2, z=1.3; x=8.2, y=6.1, z=4.6.

l <X3.2 +y1.6 + eZ)
0
8 Vx+y?

7. Cree una pagina HTML para calcular el valor de las siguientes expre-
siones:

In(z+ 1) +log(z + 2.2) + log,(2)
Para valores de “z” iguales a: 1.2, 2.3 y 5.8.
sinh™1(x) + cosh™1(y) + tanh™1(2)
x+y+2z+9 46!

Para los siguientes valores de “x”, “wy” y “z”: x=12.1, y=10.2, z=0.5;
x=6.7, y=8.2, z=0.7; x=8.2, y=9.5, z=0.2.

i/sin(x) + cos(y) + tan(z)
i/esin(x+y) + @cos(z)

Para los siguientes valores de “x”, “y” y “z”: x=21°, y=87°, z=35°;
x=67°, y=82°, z=70° y x=182°, y=195°, z=200°.
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2. FUNCIONES

En el anterior tema se vio que al calcular el valor de una expresidn
para diferentes valores, era necesario copiar la expresién y cambiar el
valor de las variables tantas veces como se evaluaba la expresiédn.

Si bien el proceso no es demasiado moroso para dos o tres evaluaciones,
se vuelve moroso cuando la expresién se evalua més veces y en diferentes
lugares, pero ademéds, si se ha cometido un error en la expresidn original
es necesario corregirla y volver a copiarla en todos esos lugares, o al-
ternativamente corregir el error en todas las expresiones copiadas (lo
que es igualmente moroso) .

Ademéds, es siempre posible modificar, inadvertidamente, una o varias de
las expresiones dando lugar asi a resultados inesperados, o corregir una
expresidén y olvidar actualizarla en los otros lugares donde fue copiada.

Por todas estas razones, los lenguajes de programacidén actuales permi-
ten crear funciones. En una funcién se puede escribir la expresidén mate-
matica (o cualquier conjunto de instrucciones) y para evaluarla simple-
mente se escribe el nombre de la funcidén y se le pasan los datos.

2.1. FUNCIONES EN JAVASCRIPT

Las funciones son subprogramas que pueden recibir datos, realizar ope-
raciones y/o acciones con esos datos y devolver resultados, sin embargo,
no todas las funciones reciben datos, por ejemplo una funcidén que devuel-
ve el numero PI, no recibe ningun dato, simplemente devuelve el nuUmero PI
Igualmente, no todas las funciones devuelven un resultado, por ejemplo,
una funcidén que actualiza la pantalla, no devuelve ningun resultado, sim-
plemente realiza una accidén (actualizar la pantalla).

En métodos numéricos, no obstante, al ser en su mayoria funciones de
tipo matemético, casi siempre recibirdn por lo menos un dato y devolveran
por lo menos un resultado.

Para crear una funcidén en Javascript existen tres alternativas. La for-
ma mas frecuente (y la que con mas frecuencia se empleard en la materia)
es la forma “esténdar”:

function nombre de la funcion(lista de parametros) {
instrucciones;

}

Donde “nombre de la funcién” es el nombre que se da a la funcidén y cuya
denominacién sigue las mismas reglas de las variables. Se debe evitar
asignar nombres reservado por Javascript (como “if”, “while”, etc.) o
nombres empleados en las librerias, como “sin”, “cos”, “quot”, etc. En
este ultimo caso, no se produce ningun error, simplemente se crea la nue-
va funcidén y desaparece la funcidén original (la de la libreria).

La “lista de parametros” son los nombres de las variables en los que se
guardan, temporalmente, los datos que se mandan a la funcidén. Dichos nom-
bres deben estar separados por comas y siguen las reglas de las variables

Para devolver un resultado desde el interior de una funcidédn se emplea
el comando “return”, de acuerdo a la sintaxis:

return valor o expresidn;

Cuando Javascript encuentra este comando termina la ejecucidén de la
funcién y devuelve el resultado de evaluar el “walor o expresién”. EI
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“valor o expresidén” puede ser un valor literal (por ejemplo un numero o
texto), una variable (cuyo valor es devuelto) o una expresién (que es
evaluada y cuyo resultado es devuelto).

Si en una funcidén no se escribe el comando “return”, la funcidén termina
al ejecutarse su Ultima instruccidén, sin devolver ningin resultado.

La otra forma que se pueden crear funciones en Javascript es la “lite-
ral”:

var variable=function nombre de la funcion(lista de parametros) {
instrucciones;

}

Como se puede ver, la Unica diferencia con relacidén a la forma estéandar
es que la funcidén es asignada a una variable (se le da un alias), enton-

ces la funcidén puede ser llamada indistintamente con el “nom-
bre de la funcidén” o el “nombre de la variable” (el alias).
En la practica, casi siempre se omite el “nombre de la funcién”, crean-

dose asi una funcidén andénima que, sin embargo, puede ser llamada gracias
al alias que se le asigna (el nombre de la variable):

var variable=function (lista de parametros) {
instrucciones;

}

Finalmente otra forma de crear funciones (que es empleada en raras oca-
siones) es la siguiente (note que Function estd en mayusculas) :

var variable = new Function (“parl”, “par2”,..,“parn”, “instrucciones”);

Donde “parl”, “par2”,..,”parn” son los pardmetros de la funcidén e “ins-
trucciones” son las instrucciones Javascript, es decir el cdédigo de la
funcién. Esta forma permite crear funciones en tiempo de ejecucidén (fun-
ciones dindmicas) las cuales, a diferencia de las formas estdndar y lite-
ral, son siempre globales (sin importar donde hayan sido creadas).

En Javascript las funciones pueden ser anidadas, es decir que es posi-
ble crear una funcidén dentro de otra (excepto, por supuesto con la ultima
forma, que siempre crea funciones globales).

A manera de demostracidn, se volverd a resolver el ejemplo 3 del ante-
rior tema empleando funciones, es decir se encontrard el valor de la si-
guiente expresién para x=1.1, y=1.4, z=1.9; x=2.3, y=5.2, z=8.3; x=1.9,

y=1.2, z=3.1:
log(x + [y + z)

Y el valor de la siguiente expresién para x=130°, y=200°; x=200°,
y=120°; x=160°, y=125°:

sin(x) + cos(y)
( 3.4tan(x + y) )

La pé&gina HTML donde se resuelve el problema es:

<html>
<head>
stitlerEjemplo 1</title>
3 <gcript tyvpe="text/javascript" src="mat205.]j="></script>

[ I

L
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E <script tvpe="text/javascript">
— function fl(x,v,z){
returnm loglO (x+sgrt(v+z)) f=xroot (x+pow(v,Z) ,5) :

o I T |

" ¥
function £2(x,v){
return loglO((sin{x)+cos(yv))/f(3.4%can(x+v))):

[ T W I & |
[T}
L]

‘ ¥
document .write("<hl>Ejemplo 1</hl1>"};

document .write ("<hZ>Resultados de la primera expresidn:</hZ>"):
=> "4+Ff1¢{1.1,1.4,1.9)

B RS

[T+

14 document .write("<p>Para x=1.1, y=1.4, =z=1.
+"</p>") ;

[¥4]
5]

document .write("<p>Para x=2.3, y=5.2, z=8.
17 +"</pE")

=> "4£1{2.3,5.2,

I
1l o tn

18]
|
%]

[ T+ I

document .write("<p>Para =x=1.
+"</p>") ;

r V1.2, =2=3.1 => ™4+£f1{1.9,1.2,3.1)
document .write ("<hZ>Resultados de la segunda expresidn:</hZ>"):
document .write("<p>Para x=130°, y=2 o =» "4+f2({toRad (130},
toRad (200} y+"</p>") ;
document .write("<p>Para x=200°, v=120° => "+f2({toRad(200}),
toRad (120} y+"</p>") ;
document .write("<p>Para x=160°, v=125° => "+f2({toRad(1&0},
toRad (125) y+"</p>") ;
- «</=script>
re/head>
El<body>
</ body>
1 -</html>

S I ST, B S L R

[T}

L3 L k3 OB ORI ORI RS ORD ORI ORI ORI RD

Que al ser abierto en el navegador devuelve, como era de esperar, los
mismos resultados que en el tema anterior:

Ejemplo 1

Resultados de la primera expresion:
Parax=1.1, y=14, z=1.9 => 0.373295627961028
Parax=23, y=5.2, z=8.3 => 0.0502867873527808

Parax=19 v=12 r=3.1=>04622452740293394

Resultados de la segunda expresion:

Para x=130°, v=200°=> -1.0532480396708227
Para x=200°, yv=120°=> -0.519969966 1565509

Para x=160°, v=115"=> -1 7387698762166683
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Observe, sin embargo, que incluso en un problema tan simple como este,
el cédigo resulta mads compacto y claro que en el tema anterior.

2.2. EJERCICIOS

1. Cree una pagina HTML que, mediante una funcién, calcule el resultado
de la siguiente expresidn, para valores de “x” iguales a 2.3, 4,5 vy
7.2.

2x+ 0.5

2. Cree una pagina HTML, que mediante una funcién, calcule el resultado
de la siguiente expresidn, para los siguientes wvalores de “x”, “y” y
Wz x=2.2, y=3.2, z=4.5; x=3.1, y=5.2, z=1.3; x=8.2, y=6.1, z=4.6.

<X3.2 + y1.6 + ez>
log

- (\/X +2x03 + 1.2)
s

2.3. LA CALCULADORA JAVASCRIPT

Con el propdsito de facilitar algunos calculos réapidos, asi como probar
de manera inmediata operadores, instrucciones y otras caracteristicas del
lenguaje Javascript, se ha creado una pagina: “calculadora.html” (sumi-
nistrada con el material del tema):

[ h R

Calculadora Javascript % E?
L

C @ filey//C/xampp/htdocs/hpv/mat205/ 17 7 IS

»

m

.
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Esta pédgina hace uso de la libreria “mat205.js” y de la libreria “dia-
gram.js” (Javascript Diagram Builder: 3.3: www.lutanho.net/diagram/), mo-
dificada para adaptarla a los requerimientos de la materia (ambas libre-
rias se proporcionan conjuntamente el material del tema).

Como toda péagina, para utilizarla simplemente se abre en un navegador
(verificando que tanto “mat205.7js” como “diagram.js” se encuentren en el
mismo directorio que “calculadora.html”).

Para ejecutar una instruccidén, simplemente se la escribe en el recuadro
inferior y se pulsa la tecla “Enter” (o se hace click en el botén [[>]).
Por ejemplo, para calcular el valor de la siguiente expresidn:

In(csc(7) — sec(9.2) + tan(0.4))°3

Se escribe la expresidén en el recuadro inferior y al pulsar “Enter” se
obtiene:

»

pow (log(csc{T)-—sec(9.2)+tan(0.4)),9.3) a | —
2.2000146358244216

m

4 b

pnw[lng[csc[T}—sec[9.2}+tan[ﬂ.4}},9.3}| —
(=l a1 [l &

En la calculadora se pueden ejecutar préacticamente todas las instruc-
ciones Javascript, asi como las de la libreria “mat205.js”. Por ejemplo,
se puede crear un ciclo “for” con contador que vaya del 1 al 10 y que en
cada repeticidén del ciclo muestre el valor del contador:

L3

for(i=l;i<ll;i++) write(i); “ w

m

m

= e B S T R R R =]

=

4 ¥

for(i=1;i<l1;i++) write(i);]

(=121l v] -

La funcién “write” es una funcidén propia de la calculadora (no de Ja-
vascript) y como se puede ver, sirve para mostrar en el recuadro de re-
sultados la expresidédn que se escribe en ella.



http://www.lutanho.net/diagram/
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La calculadora almacena las instrucciones a medida que se ejecutan y
pueden ser recuperadas (para ser modificadas o vueltas a ejecutar) con
las teclas de cursores, o con los botones [*] y [v]. En los celulares con
sistema Android, el teclado Multiling cuenta con dichas teclas, mismas
que funcionan correctamente en UCBrowser y Firefox.

En la calculadora se pueden crear funciones empleando la forma literal
(no la forma esténdar). Por ejemplo, en las siguientes instrucciones se
crea una funcidén para calcular el cubo de un numero y luego se la emplea
para calcular el cubo de 3 y de 7.89:

function ()

cubo = function(x) {return =x*x*x;} ‘ ‘
cubo (3)

=

{7
401 .168068

Sin embargo, las funciones creadas en la calculadora sélo existen mien-
tras la pagina esta abierta en el navegador y desaparecen tan pronto como
se cilerra. Por esa razdn, en la calculadora sbélo se deben crear funciones
que no vayan a ser reutilizadas y/o que sean muy faciles de programar.

En las computadoras es posible insertar saltos de linea al escribir una
funcién (u otra instruccidén) con las teclas “Shift+Enter”, no obstante,
si la funcién es compleja, no es recomendable resolverla en la calculado-
ra, sino méds bien en una pagina HTML.

Por otra parte, a la libreria “diagram.js” se le ha afiadido la funcién
“plot” (la misma gque puede ser empleada también desde la calculadora):

plot ([lista de funciones],xi,xf,w,h,yi,yf);

Donde “lista de funciones” son los nombres de las funciones a graficar
(separadas con comas), “xi” y “xf” son los limites inicial y final de la
variable independiente (valores por defecto -10 y 10); “w” y “h” son el
ancho y alto de la grafica en pixeles (valores por defecto 420 y 240);
“yi” y “yf” son los valores inicial y final de la variable dependiente

(los valores por defecto se calculan automadticamente) .

Por lo tanto sélo es imprescindible el nombre, o nombres, de las fun-
ciones, asi para graficar la funcidén “sin” se puede escribir:

plot {[sin]) 1 '
1 5

m

0.5 4

m

-10 -5 0 5 10 —
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Que es la grafica de la funcién seno entre -10 y 10. En la practica ca-
si siempre se dan los limites de la variable independiente, asi, con la
siguiente instruccién se grafica la funcidn seno entre 0 y 2TT:

plot {[sin], 0, 2*%FI)
1 o

m

0.5 4

-0.5 4

m

-1 4 1 1 T 1 1 1
0 1 2 3 4 5 i}

Y con la siguiente se grafican las funciones seno y coseno entre -2T vy
2TT.

plot{[sin,cos],-2%FI, 2%FI}
1 4

m

0.5 4

-0.5 4

-1 4

m

T T T T T T T
-G -4 -2 0 2 4 =]

Como se dijo, la utilidad principal de la calculadora es la de permitir
realizar algunos calculos réapidos, pero sobre todo probar, interactiva-
mente, las estructuras, caracteristicas y funciones del lenguaje y/o de
las librerias.

Para probar las funciones de otra u otras librerias (aparte de
“mat205.3s” y “diagrama.js”) simplemente se edita la pagina “calculado-
ra.html” y se le afiade las etiquetas “script” para importar las librerias
correspondientes.

2.4. LAS CONSOLAS DE LOS NAVEGADORES

Actualmente, debido a la creciente importancia de Javascript en el
desarrollo de aplicaciones, los navegadores modernos cuentan con consolas
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para ayudar a desarrollar aplicaciones. Dichas consolas (entre otras co-
sas) permiten ejecutar instrucciones Javascript, de manera similar a como
lo hace la calculadora.

Para emplear la consola, simplemente se abre la padgina donde se encuen-
tra el cbédigo Javascript y/o donde se han importado (con “script”) las
librerias Javascript. Entonces se accede a la consola pulsando la tecla
F12 (si, en la ventana que aparece, no estd por defecto la consola, se la
abre haciendo clic en el ment que aparece).

Al igual que sucede con la calculadora, en las consolas se pueden pro-
bar préacticamente todas las caracteristicas del lenguaje y/o librerias.
Es posible también imprimir valores pero empleando la instruccidén “conso-
le.log” en lugar de “write”.

Por ejemplo la instruccidén que imprime los numeros del 1 al 10, escrito
en la consola de Mozilla Firefox, es:

# Q| < 0| |- | comola~ HT.. ¢ [P | 080
Ja| Limpiar Persistir Perﬁlar| Todo | Errores Advertencias Inf
>»» for(i=1l;i<ll;i++4+) conscle.log(i); _:
1
2
3
4
5 =
&
.
8
g
10 =
E}-}}| (=)

También se pueden crear funciones, pero en las consolas es posible
crearlas en la forma estédndar, asi, la funcidén “cubo”, creada como ejem-
plo en la calculadora, en Google Chrome se crea y utiliza de la siguiente
forma:

@Elements .;..i Resources @Netwnrk ‘{.}j-Snurces »

» function cubo(x)}{return x*x*x;}

L3

undefined
» cubo(3)
27
» cubo(7.89)
491, 1698689999999 -

m

|E|‘ = Q@O <topframe>w (L Errors Warnings Logs ﬁ
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Como en la calculadora, las funciones creadas en las consolas sdélo
existen mientras la padgina estd abierta y dejan de existir tan pronto se
cierra.

La mayoria de los navegadores, proporcionan, ademds de la consola,
otras herramientas, tales como autocompletado, depuracidén, andlisis de la
estructura HTML, etc. Lamentablemente, no todos los navegadores propor-
cionan las mismas herramientas, es mas, no todos los navegadores poseen
estas herramientas.

Las herramientas més avanzadas las proporcionan los navegadores Google
Chrome y Mozilla Firefox. En este ultimo navegador, para acceder a la
consola y las herramientas de depuracidén, se debe instalar el complemento
“Firebug” (disponible en: http://getfirebug.com/), siendo conveniente
instalar también “Acebug” (disponible en: https://addons.mozilla.org/en-
Us/firefox/addon/acebug/) .

Si se dispone de conexién a Internet la instalacién de estos complemen-
tos es automatica, de no ser asi, se deben bajar los complementos, guar-
darlos en un directorio e instalarlos de la siguiente forma: se abre el
ment principal del navegador (botén del extremo superior izquierdo del

navegador) :

En el ment que aparece se elige la opcidén complementos. Dentro de com-
plementos se hace clic en el botédn:

Se elige la opcidén “Instalar complemento desde archivo...”, se busca el

archivo en el lugar donde fue guardado y se abre. De esa manera el com-
plemento queda instalado.

2.5. EJERCICIOS

Los siguientes ejercicios deben ser resueltos en la calculadora Ja-
vascript (o en una de las consolas) y presentados en la misma, por lo que
debe copiar las instrucciones que empled para resolverlos en cualquier
editor de texto y volverlos a copiar a la calculadora, uno por uno, al
momento de la presentacién.

3. Empleando la estructura “for” muestre los numeros del 20 al 1 (en
orden descendente) .

4. Grafique las funciones seno y coseno entre 0 y A4TI.
2.6. LA FUNCION MAP

Cuando se trabaja con series de mds de 2 datos puede resultar de utili-
dad la funcidén “map” (implementada en la libreria “mat205.3s”):

map (funcién, vector 1, vector 2, vector 3,..)

Donde vector 1, vector 2, etc., son los datos de los parametros 1, 2,
etc., de la “funcidén”. Map evalta la “funcidén” para cada uno de los ele-
mentos de los vectores devolviendo los resultados igualmente en un vector.

Por ejemplo, para calcular los valores del seno para: 0.2, 0.8, 1.2,
1.4, 1.8, 2.1, 2.5, 3.4, 3.6, 4.2, en lugar de evaluar 10 veces la fun-
cidén “sin”, cambiando su valor en cada ejecucidn, se pueden calcular to-
dos los resultados a la vez (como se puede probar en la calculadora):


http://getfirebug.com/
http://getfirebug.com/
https://addons.mozilla.org/en-US/firefox/addon/acebug/
https://addons.mozilla.org/en-US/firefox/addon/acebug/
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Empleando esta funciédn,

map(=in, [0.2,0.8,1.2,1.4,1.8,2.1,2.5,3.4,3.6,4.2])
[0.188660330708506122, 0.T717356000809085228,
0.08320300850672263, 0.08344072090884601,
0.087384763087T81051, 0.863200936664B87T37,
0.5084721441038565, -0.2555411020268312, 3
-0.442520443208485246, -0.8715757T724135882]

te cdédigo:

[ T T 5

R T T CR R R R )

[ T S LI R =

Que al ser abierto en un navegador muestra los siguientes resultados:

[ T = TR TR, (N Y I B S R 1

W L RS

-] & Ln

El<'.'1vaad>
“title>Ejemplo 1</title>
<gcript tvpe="text/Jjavascript" src="matl205.jis3"»</script>
= <gcript tvpe="text/Jjavascript">
E} function fl{x,y,z){
return logld (x+=sgrt(v+z)) fxroot (xtpow(v,2),5):
B X
= function £2(x,v){
retmrn logll ((sin(x)+cos(v))/(3.4%can(x+v))) :
B }

document . write{("<hl>Ejemplo 2</hl>"});

2,8 r
document .write("<p>"+map(fl1,[1.1,2.3,1.9],[1.4,5.2,1.2],

[1.3,8.3,3.1])4+"</p>");

"ep>Para (130°,200°), (200°,120°), (160°,125°)</p>"):
document .Wwrite ("<p>"+map (f2 ,map {toRad, [130,200,1&60]),

map {toRad, [200,120,125]))}+"</p>");

- </ scriptr

F</heads

H<body>

-</body>

-</html>

Ejemplo 2

Resultados de la primera expresion
Para(1.1,14.13),(23.52.83). (19,1231
0.3606764637020599.0.0502867873527808.0 4622452740293394
Resultados de la segunda expresion

Para (130°.200%), (200°,120%). (160°.125%)

-1.0532480596708227.-0.5299699661565509,-1 T387698762266683

el ejemplo 1 puede ser resuelto con el siguien-

document .write ("<hZ>Eesultados de la primera expresion</hZ>"+
":p»Para (1.1,1.4,1.3), (2.3,5. g.3) {(1.9,1.2,3.1):</p>"} >

document .write ("<hZ>Eesultados de la segunda expresion</hZ>"+
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Y, como era de esperar, se obtienen los mismos resultados que en el
ejemplo 1.
2.7. EJERCICIOS
5. Elabore una padgina HTML, gque mediante una funcidén y haciendo uso de
“map”, calcule el wvalor de la siguiente expresidén para valores de
“x” Ny y A iguales a: (2.2,3.2,4.5), (3.1,5.2,1.3) y
(8.2,6.1,4.6).
f( ) l x3.2 +y1.6 + eZ
X,y,Z) =108
Jx + y?
6. Elabore una pagina HTML, que mediante una funcidén y haciendo uso de
“map”, calcule el valor de la siguiente expresidén para valores de
“x” “y” oy “z” iguales a: (12.1,10.2,0.5), (6.7,8.2,0.7) y
(8.2,9.5,0.2).
£ ) sinh™!(x) + cosh™!(y) + tanh~1(2)
X,V,Z) =
Y X+y+z%+ 6l
7. Elabore una pagina HTML, que mediante una funcidén y haciendo uso de
“map”, calcule el valor de la siguiente expresidén, para valores de
“x”, Ny y Wz iguales a: (21°,87°,35°), (67°,82°,70°%) y

(182°,195°,200°) .

i/sin(x) + cos(y) + tan(z)

?\’/ esin(x+y) +e cos(z)

fx,y,2) =
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3. ECUACIONES ALGEBRAICAS I

En este tema comienza el estudio de los métodos que permiten resolver
ecuaciones algebraicas con una incégnita, es decir, encontrar el valor de
la variable independiente que satisface la igualdad representada por la
expresidén matemdtica.

En general existen dos formas en las que se expresa dicha igualdad:

x=g (x) (3.1)

f(x)=0 (3.2)

En consecuencia, para resolver una ecuacidn se puede despejar una de
las incégnitas e igualarla al resto de la ecuacidén, o agrupar todos los
miembros en un lado de la ecuacidén e igualarla a cero.

En este tema se estudia el primer método para resolver ecuaciones que
se encuentran (o colocan) en la primera forma.

3.1. SOLUCION GRAFICA

Graficamente la solucidén de una ecuacidén que estd en la forma (3.1), se
encuentra en la interseccidén de la curva “y=g(x)” con la recta “y=x", es
decir:

y A
L
W\
&
%

Xy

Asi por ejemplo para encontrar graficamente la solucidn aproximada de
la siguiente ecuacién:

Fx) = (52 + 3va-8x°8) - x = 0 (3.3)

Se la coloca primero en la forma x=g(x):

x = (52 + 3vx- 8350'8)0'36 = g(x) (3.4)

Para ver la solucidén grafica en la calculadora, se la programa conjun-
tamente la recta y=x:

fl=function () {return pow (5Z243*=2grt (X)-8*pow (x,0.8),0.36) 1}
function ()
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fo=function(x) {return x;}
function ()
Y se grafican entre dos limites dados (en este ejemplo entre 0 y 10):
plot ([£1,£01,0,10)
10 +

0 4
T T T T

0 2 4 & 8 10
Por tanto la solucidén grafica (el valor de Y“x”) es aproximadamente

igual a 3.6, es decir que al sustituir este valor en la ecuacidén el re-
sultado debe ser aproximadamente el mismo valor (3.6):

£1(3.6)

.61114959138949

Lad
L

Y como se puede ver asi ocurre (al sustituir 3.6 en la ecuacidén se ob-
tiene 3.61). Pero como sbélo se trata de una solucidén aproximada, no se
obtiene exactamente el mismo valor, siendo esta es una caracteristica de
las soluciones graficas: son sb6lo aproximadas. Por esta razdn, dichas so-
luciones, s6lo se emplean como valores iniciales de los métodos numéricos.

3.2. METODO DE SUSTITUCION DIRECTA
Ahora se pasa a estudiar el método més sencillo que existe para resol-

ver ecuaciones de la forma (3.1), el método de sustitucién directa, que
graficamente es:

X=y

y

Y2 9(x)
solucién

Y1
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”

Es decir, con el valor asumido “x;” se calcula el valor de la funciédn
y1” (gréficamente en la interseccidén con la curva y numéricamente susti-
tuyendo “x1” en la funcidn), luego “vy;” se convierte en el nuevo valor de
prueba “x2” (grdficamente intersectando con la recta “x=y”). Con “x,” se
repite el proceso obteniendo “y,” y con “vy, continuando asi hasta
que los valores de ™ y “vy,” son aproximadamente iguales, lo que ocurre
cuando la curva (x=g(x)) y la recta (y=x) intersectan.

AN

V72NN ”

X3

”

Xn

Por lo tanto el proceso a seguir es: a) Se asume un valor inicial “x;”;
b) Con “x,” se calcula el valor de la funcidn “y;=g(x;)”; c) Se compara “y;”
con “x;” y si son aproximadamente iguales el proceso concluye, sino, “x;”
toma el valor de “y,;” y el proceso se repite desde el paso (b).

”

”

Por ejemplo, para encontrar la solucidén numérica de la ecuacién (3.3),
se asume un valor inicial, como ya se tiene una solucidén aproximada (la
solucidén gréafica), lo ldégico seria tomar esa solucidn como valor inicial.
En este ejemplo se toma un valor diferente (1.1), sbélo para ilustrar la
forma en que el método se acerca (converge) hacia la solucién:

x1=1.1

Con este valor se calcula el valor de la funcidn:

v1=f1 (k1)

Como el wvalor asumido (1.1) y el calculado (3.9840553877884246) no
son iguales, el proceso se repite, haciendo que “x1” tome el valor de
“y1” y calculando con el mismo el valor de la funciédn:

¥1=y1;v1=f1 (x1)

3.552012132021803

Una vez mas el valor asumido (3.9840553877884246) vy el calculado
(3.552012132021903) no son iguales, por lo que el proceso se repite (sim-
plemente recuperando la instruccién anterior y volviendo a ejecutarla):

x1=yl;v1=f1 (x1)
3.61847959924731%

Como se puede ver los valores asumido y calculado se van acercando, pe-
ro aun son diferentes, por lo que se debe repetir el proceso hasta que se
logre la igualdad:

x1=y1l:vyv1=Ff1 (x1)

3.60832356545919994

x1=y1l:vyv1=Ff1 (x1)

[¥1
o
]
L
N3]
e |
o
L
%)
wn
e |
[¥1
N3]
%)
N3]

1

x1=y1l:vyv1=Ff1 (x1)
3.609639376571533
x1=y1l:vyv1=Ff1 (x1)
.B098TETO48BETREET
x1=y1l;v1=Ff1 (x1)
LE086T01458216255
x1=y1l;v1=Ff1 (x1)

Lad

Lad

x1=y1l;v1=Ff1 (x1)
.E096T0O86B0053827
x1=y1l,;v1=Ff1 (x1)
.E096TOBERTTETIZ

Lad

Lad



- 40 - Hernan Pefiaranda V.

x1=yl;y1=Ff1 (x1)
.B096T08B5T369775
x1=y1l;vy1=1f1 (x1)
3.6096708862016915
x1=y1l;vy1=1f1 (x1)
.6096T70886130623
x1=y1l;vy1=1f1 (x1)
.6096708861414912
x1=y1l;vy1=1f1 (x1)
3.60967088613983
xl1=y1l;vy1=£f1(x1)
,B096T708861400835
xl1=y1l;vy1=£f1(x1)
.B09670886140045
xl1=y1l;vy1=£f1(x1)
3.60596708861400506
xl1=y1l;vy1=£f1(x1)
.6056T088614005
x1=y1l;v1=f1 (x1)
.6056T08861400457
x1=y1l;v1=f1 (x1)
3.6096708861400487

(]

Lad

Lad

(]

(]

[¥4]

[¥4]

En esta uUltima repeticidén los valores asumido y calculado se igualan,
por lo que el proceso concluye, siendo la solucidén x=3.6096708861400497.

Cuando, como en este ejemplo, el método se acerca hacia la solucidén en
cada repeticidn, se dice que es convergente. Por el contrario cuando se
aleja de la solucién se dice que es divergente. Si fluctua, acercéandose y
alejandose de la solucidn, se dice que es oscilatorio.

Un método es estable si converge en la mayoria de los casos, e
inestable si no lo hace. El método de sustitucidn directa es un método
inestable porque diverge y/u oscila en la mayoria de los casos.

Si bien el método es muy sencillo y es posible aplicarlo manualmen-
te (simplemente recuperando la orden y volviendo a ejecutarla) son
necesarias muchas repeticiones, por lo que es conveniente automatizar
el proceso a través de un programa.

3.2.1. Algoritmo y cédigo

Si bien el algoritmo basico es suficiente en algunos casos, en general
es necesario considera que: a) Debido a errores de redondeo, no siempre
es posible lograr que los valores asumido y calculado sean iguales, por
lo que el proceso debe repetirse sdélo hasta se logre la igualdad en un
determinado numero de digitos (precisidén); b) En los métodos iterativos
la convergencia no estd garantizada (y mucho menos en métodos inestables
como el presente), por lo que se debe establecer un limite de repeticio-
nes para evitar que el proceso se repita indefinidamente.

Para determinar si dos numeros “x;” y “x,” son iguales en un determina-
do numero de digitos se evalta la expresidn:

I"—1—1|<1><10-" (3.5)

|x2

Que es verdadera cuando los valores de “x;” y “x,” son iguales en por
lo menos “n” digitos.
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Para establecer un limite de repeticiones, se debe incluir un contador
que al llegar al limite establecido termine el proceso generando un error.

El algoritmo que toma en cuenta las anteriores consideraciones es:

z rrrrrrrrrrrrrrrrr { susdir: Método de Sustitucion Directa.

<7f%bkgmem” >\g: Funcion a resolver, forma x=g(x)
“x1: Valor inicial asumido (v.d. 1.1).

err:  Error permitido (v.d. 1e-12).

c=1 li: Limite de iteraciones (v.d. 50)

Y1 =9(x1)

[else] [Ixafys-1| < err]

[else] [c=1i]

devolver y;

limite de
| iteraciones
generar error ~ | alcanzado

mostrar Xz

En este algoritmo “v.d.” son los valores por defecto, es decir los va-
lores que toman los pardmetros cuando no se le manda el valor respectivo.
En Javascript se sabe que un pardmetro no ha recibido un valor cuando es
igual a “null”, entonces para averiguar si un pardmetro no recibid un va-
lor y de ser asi asignarle un valor por defecto, simplemente se compara
con “null”. Por ejemplo en la siguiente instruccidén se averigua si el pa-
rametro “x” recibidé un valor y de no ser asi se le asigna un valor por
defecto igual a 3.23.

i1f (x=—null) x=3.23;

Por otra parte el ciclo repetitivo del algoritmo corresponde a un ciclo
infinito (no tiene condicidén ni al principio ni al final), por lo tanto
se sale del mismo al cumplirse una de las dos condiciones, en la primera
devolviendo el resultado con “return” y en la segunda con “throw”. Con
estas consideraciones el cédigo para el método de Sustitucidén Directa es:

function susdir({g,xl,err,li){

if (xl=—nmll) x1=1.1;

if (err=—null) err=le-12:

if {li=—null}) 1i=50;

var yvl,c=1;

while (true){
vil=g(=l):
if (abs(xl/vl-l)<err) returm vl;
if (c++ = 1li) throw new Error("susdir no converge, x="4+yl);
xl=yl;

}

Esta funcién ha sido afiadida a la libreria “mat205.js”, por lo que pue-
de ser empleada en la calculadora y en cualquier pagina que incluya la
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incluya. El1 uUnico argumento (dato) realmente imprescindible es el nombre
de la funcidén que se quiere resolver, sin embargo, casi siempre se manda
también el valor inicial asumido.

Si no se logra convergencia se puede cambiar el valor asumido, incre-
mentar el error, incrementar el limite de iteraciones o despejar otra va-
riable de la expresién matemética.

Si se quiere cambiar uno de los valores por defecto y mantener los
otros, se debe mandar la palabra “null” para aquellos valores por defecto
que se quiere conservar. Por ejemplo, para resolver la funcidén “g” con un
limite de 250 iteraciones, sin cambiar los otros valores por defecto, se
escribe:

r”

susdir (g,null,null, 250)

Para resolver la ecuacidén (3.3), en la calculadora, empleando los valo-
res por defecto, se escribe:

g=function(x) {return pow(SZ+3*sqrt (x)-S8*pow (%X,0.8),0.36)}
function()

susdir(g)
3.6096T088613983

Que tiene un precisidén de 12 digitos. Para ver sbélo los 12 digitos que
son confiables en este resultado, se puede emplear la funcidén “precision”:

precision(ans, 12)
3.60967088614

AN ”

Donde “ans” es la variable que guarda el uUltimo resultado calculado (el
pentltimo resultado se guarda en res[l], el antepentultimo en res[2] y asi
sucesivamente), se aclara, sin embargo, que estas variables estadn dispo-
nibles uUnicamente en la calculadora. En las consolas se tiene que copiar
los resultados o emplear variables auxiliares para guardarlos.

Si se emplea un valor asumido igual a 1.1 y un error igual a le-16, se
obtiene el mismo resultado que en el proceso manual:

susdir (g,null,le-1&)
3.6096708861400497

Observe que en este caso se ha mandado “null” como segundo argumento.
Esto debido a que el valor asumido es igual al valor por defecto.

Con un valor inicial igual a 12.1, un error igual a le-14 y un limite
de 12 iteraciones se obtiene:

susdir(g,12.1,1e-14,12)

err: susdir no converge, x=3.&60

[T%]

67088825760

[T%]

a

En este caso se genera un error porque el método no logra convergencia
en el limite de iteraciones dado, incrementando dicho limite a 20, se ob-
tiene la solucidén correcta (en otros casos es necesario cambiar también
el valor asumido) :

susdir(g,1l2.1,1e-14,20)
3.6096708861400457

Que en los 14 digitos es que es preciso el resultado es:

precision(ans, 14)
3.605967088614

También es posible redondear el resultado con “round”, asi, el anterior
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resultado redondeado a 9 digitos después del punto es:

round (res[1],9)

3.60987T0E86
3.3. EJEMPLOS

1. Encuentre las soluciones aproximadas de la siguiente funcién graficéan-
dola entre x=0 y x=10. Luego empleando estas soluciones como valores
asumidos, encuentre soluciones mas precisas, con 6 digitos de preci-
sién, aplicando manualmente el método de sustituciédn directa.

f(x) =cos(x)+ (1+x*)"1=0 (3.6)

r”

Primero ser lleva la ecuacidén a la forma “x=g(x)” y la manera més sen-
cilla de hacerlo es sumar “x” a ambos lados de la ecuacidn:

0+x=x=g(x)=cos(x)+(1+x*)1+x (3.7)
Se programa la funcién y la recta “y=x":

gl=function(x) {return cos(x)+1/ (l+sgr(x) ) +x;}
function ()
function(x) {return X;}
function()

Y se elabora la gréafica:

plot([gl,¥1],0,10)
10

0 1 1 1 1
0 2 4 i} 8 10

Y como se puede ver existen tres soluciones (tres intersecciones) que
ocurren aproximadamente en 1.7, 4.6 y 7.9. Tomando estos valores, como
valores iniciales, se encuentran soluciones mas precisas (con 6 digitos
de precisidén) aplicando manualmente el método de sustitucidn directa.

Para la primera raiz se obtiene:

vil=gl (x1l): precision(yl, &)
vi=gl(xl): preci=sion(vyl, &)

vil=gl (xl),; precision(vl, &)
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1.

x1=vyl:

LB0T2T

x1=v1l;

.B0739

x1=v1l;

LB0T3T

x1=v1l;

.B80T38

x1l=vl;

80738

Por 1lo

1.80738.

%]

%]

1.

x1=4.6;
.532497

x1=y1;

.40083

x1=vyl:

.14357

x1=vyl:

. 65958

x1=vyl:

.86083

x1=vyl:

.0088

x1=vyl:

.TB326

x1=vyl:

.811&62

x1=vyl:

.80865

x1=vyl:

L8075

x1=vyl:

.B0O735

x1=vyl:

.B0T38

x1=vyl:

LBOT3T

x1=yl:;

.B0738

x1=yl:;
80738

tanto

v1=gl (x1)

v1=gl (x1):

v1=gl (x1):

v1=gl (x1):

v1=gl (x1)

yl=gl (x1):

yvil=gl (x1)

vi=gl (x1)

vi=gl (x1)

vi=gl (x1)

vi=gl (x1)

vi=gl (x1)

vi=gl (x1)

vi1=gl (x1)

vi1=gl (x1)

vi1=gl (x1)

vi1=gl (x1)

vi1=gl (x1)

vi1=gl (x1)

vi1=gl (x1)

r

r

r

r

la primera
Para la segunda solucién,

£

£

£

£

£

£

£

£

£

£

£

e

e

precision(vyl, &)

precision(vl, &)

precision(vl, &)

precision(vl, &)

precision(yl, &)

precision(yl, &)

precision(yl, &)

precizion(vl, &)

precizion(vl, &)

precizion(vl, &)

precizion(vl, &)

precizion(vl, &)

precizion(vl, &)

precisgsion(vyl, &)

precisgsion(vyl, &)

precisgsion(vyl, &)

precisgsion(vyl, &)

precisgsion(vyl, &)

precizgion(vyl, &)

precizgion(vyl, &)

En este caso el método no converge

vuelve a converger a la primera,

ble como el presente.

-
i

x1=7.59;

.86877

x1=v1l;

. 86987

x1=v1l;

. 86987

yvil=gl (x1):

v1=gl (x1)

v1=gl (x1)

-

-

Para la tercera

precizion(vyl, &)

precision(vyl, &)

precision(vyl, &)

soluciédn, 6 digitos

se obtiene:

de precisién, es

hacia la segunda solucidén, sino que
algo que no es raro en un método inesta-
solucidén se obtiene:

En este caso el método converge a la solucidén en tan solo 3 iteraciones,

por lo tanto la tercera soluciédn,

con 6 digitos de precisidén es: 7.86987.
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2. Encuentre las soluciones graficas de la siguiente funcién (entre x=1.5
y x=2). Luego con las soluciones aproximadas, encuentre soluciones mas
precisas, con 9 digitos de precisién, con “susdir”.

3x%1-5y=7.0
yl2 + 4z =143 (3.8)
x+y%+2z%2=14.0

Sistemas de ecuaciones como este pueden ser resueltos si es posible co-
locarlos como una funcidén de una variable (en este caso “x”):

f(x) =140—-y2—22—x=0
3x21-7.0

5
14.3-y12

4

7 =

Ahora esta funcidén, a pesar de su apariencia, es simplemente una fun-
cidén de una variable, la misma que puede ser llevada a la forma “x=g(x)”

W,

(sumando o restando “x” a ambos lados de la ecuaciédn):

x=g(x)=14.0—y% —z?

_ 3x%1-70
Yy =" (3.9)
14.3-y12
g =22V
4

Entonces se programa la funcidén, la recta “y=x"” y se grafican:

g2=function(x){var y=(3*pow(x,2.1}-7)/5; z=(14.3-pow(y,1.2})/4;
return l4-sgriy)-sgriz):}
function ()

y2=function (x) {return x;}

T T T T
1.5 1.5 1.7 1.8 1.9 2

Como se puede ver, ahora existen dos soluciones (dos raices), siendo
sus valores aproximadas (obtenidos haciendo clic en las intersecciones):
1.7 y 1.9.
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Empleando 1.7, como valor asumido, se obtiene:

precigzion(susdir(g2,1.7,1e-9),9)

r r
err: su=sdir no converge, Xx=NalN

Por lo tanto, para esta solucidén el método de sustitucidédn directa no

logra convergencia. El valor de “x” es “NaN” (no es un numero), valor que
se genera como consecuencia de una operacidén invalida (como una divisién
entre cero). Como se dijo este método es inestable, por lo tanto no es

raro que con frecuencia no logre convergencia.

Empleando 1.9, como valor asumido, se obtiene:

[Ne]
[Ne]

ecisioni(susdir(g2,1.9,1e-9),9)
3

En este caso el método logra convergencia, siendo esta la segunda solu-
cidén (segunda raiz) con 9 digitos de precisidn.

3.4. EJERCICIOS

Como en el anterior tema para presentar los ejercicios en la calculado-
ra, copie las instrucciones en un editor de texto y luego, al momento de
presentar el trabajo, vuelva a copiarlos (y ejecutarlos) en la calculado-
ra.

1. Encuentre la solucidén aproximada de la siguiente funcidén, grafican-
dola entre x=-5 y x=1. Luego, empleando la solucidén aproximadas como
valor asumido, encuentre una solucién mads precisa, con 7 digitos de
precisién, aplicando manualmente el método de sustitucidédn directa.

f(x) =x3+2x2+3x+4=0

2. Encuentre las soluciones aproximadas de la siguiente funcidn, grafi-
cdndola entre x=-1 y x=2. Luego, empleando las soluciones aproxima-
das como valores asumidos, encuentre soluciones mas precisas, con 5
digitos de precisién, aplicando manualmente el método de sustitucidn
directa.

fxX)=2xx*+1—exp(x) =0

3. Encuentre las soluciones aproximadas de la siguiente funcidén, grafi-
candola entre z=-10 y z=10. Luego, empleando las soluciones aproxi-
madas como valores asumidos, encuentre soluciones mas precisas, con
6 digitos de precisidén, aplicando manualmente el método de sustitu-
cidén directa.

f(z)=e?/?+22-60=0

4. Encuentre las soluciones aproximadas del siguiente sistema de ecua-
ciones, graficéndola entre x=1 y x=10. Luego, empleando las solucio-
nes aproximadas como valores asumidos, encuentre soluciones més pre-

cisas, con 10 digitos de precisidén, con la funcidn “susdir” (recuer-
de colocar el sistema como una funcién de una variable, la variable
\\Xll) .

2x? + 5xy-4x = 115

x+y
e 5 +x%y?-70y =15
5. Encuentre las soluciones aproximadas del siguiente sistema de ecua-

ciones, graficédndola entre x=12 y x=13. Luego, emplee las soluciones
aproximadas como valores asumidos, para encontrar soluciones més
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precisas, con 14 digitos de precisidén, con la funcidén “susdir” (re-
cuerde colocar el sistema de ecuaciones como una funcién de una va-
riable, la variable “x”).

15y + 20x? — x3 = 1500
9z — 1.5x2 + e*/2 = 300
y? —z3 —5x = 166.81
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4. ECUACIONES ALGEBRAICAS II

Una vez estudiado los principios en los que se basa la solucidédn de
ecuaciones algebraicas con una incégnita (con el método mas sencillo dis-
ponible), en este tema se estudian otros métodos, méas estables que el mé-
todo de sustitucidén directa, aunque no tan sencillos.

4.1. METODO DE WEGSTEIN
El método de Wegstein acelera y mejora la estabilidad del método de

Sustitucidén Directa, extrapolando y/o interpolando linealmente hacia la
solucidén, tal como se muestra en la figura:

A
9 Xx=g(X) — =
///////,/
9, 95
g(x)
9;
X1 X2 X3 X
Los dos puntos con que inicia el proceso ((g1,x1) y (g2,x2)), se obtie-

nen aplicando el método de sustitucidén directa, es decir haciendo que:
gl=g(x1l), x2=9l, g2=9(x2).

AN ”

Numéricamente el valor extrapolado “x3” se calcula tomando en cuenta
la ecuacidén de la linea recta:

g =a+bx
La pendiente de la recta que pasa a través de los dos puntos es:
g1 =a+ bx;
g> = a+ bx,
91— 92
b=——
X1~ X2
Y la ordenada en el origen:
91— 92
gi=a+bxy=a+——x,
X1= X2
a=g 91X1— 92X
! X1= X2

G2X1— 91X
qa=—"=
X1 — X3
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Por lo tanto, la ecuacidén de la linea recta que pasa a través de los
puntos (gl,x1), (g2,x2) es:

G2X1—-91X2 g1 — 92
+ X
X1 — X3 X1 — X3

En la interseccidén con la recta “x=y”, “x3”7 y "“g3” son iguales:

g2X1—-91%2 g1 — 92
= + X

= X, =
g3 3 X, — X, X, — X, 3

X (1_91‘92) _ g2X1—g1%3
3 X1— X2 X1— X2

X (x1‘x2‘g1 + gz) _Y2X1— 91X
3 =
X1 — X2 X1 = X2

_ Y2X1—g1X>
g2tXx1— 01— %2

Esta ecuacidén es conocida como la ecuacidédn de Wegstein.

X3

Al igual que con el método de sustitucién directa, el método de Wegs-
tein se repite hasta que “x3” y “g3” son iguales, sbélo gque ahora, antes
de repetir el proceso se realizan los siguientes intercambios de varia-
bles: x1=x2, x2=x3, gl=g2 y g2=g3.

Si bien el método de Wegstein acelera el proceso de convergencia y me-
jora la estabilidad, tiene el inconveniente de generar errores de redon-
deo (debido a las restas del denominador de la ecuacidén) por lo que su
precisidén es limitada.

Para comprender mejor el método se volverd a resolver la siguiente
ecuacidn:

0.36
x = (52 +3Vx-8x%%) " = g(x)
Para ello (y como es usual) se programa la funcidn:

g=function(x){
return pow(32+3%*sgrt (x)-E%pow(x,0.8),0.38);

Entonces se asume un valor inicial (en este ejemplo 1.1) y con el mismo
se calculan los dos primeros puntos:

x1=1.1; gl=gixl}; =x2=gl; g2=g(xl)
3.5520121320218027

Ahora, con estos puntos, se puede calcular el nuevo valor de “x” (x3)
aplicando la ecuacidén del método:

¥3=(g2rxl-gl*xd)/ (gi+xl-gl-=2)
3.6083015838409018¢

Y se calcula el valor de la funcidén para este nuevo valor de “x”

g3=g (=3}
3.608880287208415
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Estos valores son iguales en los 3 primeros digitos, por lo que inclu-
sive en esta primera iteracién se logra ya un resultado preciso en 3 di-
gitos (lo que constituye una mejora considerable con relacién al método
de sustitucidén directa).

Continuando con el proceso, para encontrar un resultado con mayor pre-
cisidén, se realiza un cambio de variables y se calcula un nuevo valor de

N

X

xl=x2; =2=r3; gl=g2; gf=g3; x3=(g2*xl-gl*x2)}/ |(gl+xl-gl-=2)
3.60%9665960445950036

Y con el mismo se calcula el valor respectivo de la funcidn:

g3=g (=3}
3.6096710821408835

Ahora “x3” y “g3” son iguales en 6 digitos (redondeados), por lo tanto
el resultado ya es preciso en 6 digitos. Repitiendo el proceso una vez
mas se obtiene:

xl=x2; x2=x3; gl=gZ; g2=g3; =x3=(gZ xl-gl*x2)/ (gi+xl-gl-=Z2)
3.6096T088614360144

g3=g(x3)
3.6096T08861309505

Ahora “x3” y “g3” son iguales en los primeros 12 digitos (redondeados),
por lo que el resultado es preciso en 12 digitos, sin embargo, si se re-
pite el proceso unas cuantas veces méds (buscando mayor precisidén) se ob-
tiene:

wl=x2; x2=x3; gl=gl; gi=g3; x3=(g2 xl-gl*xd)/ (gi+xl-gl-xZ)
3.60096T0BE85332564

g3=g (=3}
3.6096T0B86263538

xl=x2; =2=r3; gl=g2; gl2=g3; x3=(g2*xl-gl*x2)/(gl2+xl-gl-=x2}
3.6008671446008585

g3=g(x3)
3.60967T08005064091

wl=x2; x2Z=x3; gl=gi; gi=g3; x3=(g2 xl-gl*xd)/ (gi+xl-gl-xZ)
3.6088TOBET30E2237

gi=g (=3}
3.60967T08850476383

xl=x2; =2=r3; gl=g2; gl2=g3; x3=(g2*xl-gl*x2)/(gl2+xl-gl-=x2}
3.6086T0BB5320682

g3=g(x3)
3.6096T08862653553

wl=x2; x2Z=x3; gl=gi; gi=g3; x3=(g2 xl-gl*xd)/ (gi+xl-gl-xZ)
3.6096701969948333

g3=g(x3)
3.6096700901530414

xl=x2; =2=r3; gl=g2; g2=g3; x3=(g2*xl-gl*x2)/(g2+xl-gl-x2)
3.6096708850568073

g3=g(x3)
3.6096T0B86305709

Se comprueba que la precisidédn no incrementa, sino que por el contrario
disminuye a 6 digitos y llega como maximo a 9 digitos de precisidn. Este
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comportamiento oscilatorio se repite indefinidamente y los valores asumi-
do y calculado nunca llegan igualarse. Como se dijo, esto se debe a las
restas del denominador de la ecuacidén de Wegstein, las cuales (cuando los
valores asumido y calculado son cercanos) dan lugar a valores cercanos a
cero con la consiguiente pérdida de digitos de precisidén, por esta razdn
este método sdélo permite encontrar resultados con una precisidén limitada,
normalmente unos 9 digitos de precisidn.

4.1.1. Algoritmo y cédigo

El algoritmo basico puede ser deducido facilmente del procedimiento se-
guido en el anterior acépite. Sin embargo, y como ya se sefiald en el an-
terior tema, es necesario fijar una precisién (un error) y un limite de
iteraciones.

El algoritmo es el siguiente:

® { wegstein: Método de Wegstein.ﬁ

g:  funcién a resolver (x=g(x)).
< recibir g,x, err,li ) x1:  Valor asumido (v.d. 1.1)
‘lerr:  Error permitido (v.d. 1e-9)

li Limite de iteraciones (v.d. 30)
CEzli91:9(XDJX2:91292:9(X22>

5 X3=(g2*X1-91*X2)/(g2+X1-01-X2) >

s = g(Xs)
[else] [Ixs/gs-1| < err]
e o)
i 7 devolver g;
(o=0+1: X1 X275 912021 9291 ) (" generar ermor )~

Siendo el cdédigo respectivo (afiadido a la libreria “mat205.73s”):

function wegstein{g,xl,err, 1i}){
if (xl=—null) x1=1.1;
if (err=null) err=le-39;
If (li=—mull) 1i=30;
var c=1 ,x2 x3,gl,g92,g93;
gl=g(xl) :x2=qgl ;g2=g{x2)
while (true) {
¥3=(g2*xl-gl¥x2) f(g2+xl-gl-=2)

g3=g (=x3) ;
irf (abs(x3/g3-l)<err) returm g3:
if {ct++ = 1li) throw new Error({"wegstein no converge, x="4+g3):

Hl=x2;x2=x3;gl=g2 ;g2=g3:

}

Como se puede ver, por defecto el método encuentra el resultado con 9
digitos de precisidén, un limite de 30 iteraciones y un valor inicial
igual a 1.1. Empleando esta funcidén con la ecuacidn resuelta previamente,
se obtiene:
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Resultado que es confiable sbélo en los primeros 9 digitos, es decir:

precision(wegstein(g), 9)
3.60967088

4.2. METODO INCREMENTAL

el método més sencillo que

El método incremental es, conceptualmente,
=0. En

existe para resolver ecuaciones que se encuentran en la forma f (x)

esta forma, la solucidén grafica se encuentra en la interseccidén de la

funcién con la recta “y=0":

Y

A

Solucién

— .

Como a ambos lados de la solucién la funcién cambia de signo, el método

aprovecha ese hecho para encontrar el lugar donde ocurre di-

incremental,
Graficamente sigue el procedimiento que se muestra en la fi-

cho cambio.
gura:

Ax original

Nuevo
incremento

Nuevo
segmento de

A{/////SMUcbn

Ax | Ax | Ax Ax | AX

Solucion L

Comenzando con el valor asumido “x;” y el incremento inicial “Ax”, se
calculan valores sucesivos de “x” (x=x+Ax) y los respectivos valores de
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la funcién (f(x)), hasta que ocurre un cambio de signo. Cuando ello ocu-
rre se sabe que se ha pasado a través de una solucidén y que por lo tanto
la misma se encuentra entre los dos ultimos valores. Son esos valores, el
segmento de solucién, lo que se busca en este método.

Una vez encontrado el segmento de solucidén, se puede dividir el mismo
entre 10 (Ax/10) y encontrar un segmento de solucidén més pequefio y este
procedimiento puede repetirse hasta que el segmento sea lo suficientemen-
te pequefio como para constituir una solucidén, sin embargo y como ya se
dijo, ello requiere muchas iteraciones, por lo que generalmente sdélo se
encuentra el primer segmento de solucidén y luego se encuentra la soluciédn
recurriendo a otros métodos méas eficientes.

Por ejemplo, para encontrar el segmento de solucidén de la ecuaciédn:

F(x) = (52 + 3vx-8x°8) """~ x = 0

Se crea la funcidén, pero ahora igualéndola a 0 (no a

A\

XII)

f=function(x) {
return pow(32+3%sgrt(x)-B8*pow(x,0.8),0.36) —x;

Se asume un valor inicial (en este ejemplo 1.1), un incremento inicial
(en este ejemplo 0.1) y se calcula el valor de la funcién:

¥=1.1; dx=0.1; f£ix)
2.8840553877884245

Entonces se incrementa el valor de “x” y se calcula el valor de la fun-
cidén, repitiendo el proceso hasta que ocurre un cambio de signo:

x+=dx; fix)
2.7e912747T7T7568307
x+=d=x; £ (=)
2.08542422965604309
x+=d=x; £(=)
2.53939166059B8368
xt=dx; fix)
2.42456B23285 7027
x+=dx; fix)
2.3097653851731876
x+=d=x; £(=)
2.1848770807864843
x+=d=x; £(=)
2.0801978326953T783
xt=dx; fix)
1.9654225285726117
x+=dx; fix)
1.8506464685571385
x+=dx; fix)
1.7358652631442468
x+=d=x; £ (=)
1.6210747909313748¢
xt=dx; fix)
1.50627120335309727
xt=dx; fix)
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1.39145080091529303
x+=d=x; £(=)
1.276610130878083
x+=d=x; £(=)
1.1617458398080025
xt=dx; fix)
1.046B547436884825
xt=dx; fix)
0.93103327682646118
x+=dx; fix)
0.816897994268585072
x+=d=x; £ (=)
0.7018803847514222
xt=dx; fix)
0.586089602286808544344
xt=dx; fix)
0.4718929151110802
x+=dx; fix)
0.3567T705TE407E8256
x+=d=x; £ (=)
0.241619c4075808457
xt=dx; fix)
0.126410530163820466
xt=dx; fix)
0.0111495913894%6116
x+=dx; fix)
-0.104165636232100828

Entonces se sabe que la solucidén se encuentra entre los dos ultimos va-

A\

lores de “x”, es decir “x-dx” y “x":

write (x—-dx); =
3.6000000000000023
3.7000000000000024

Por lo tanto la solucidén se encuentra entre 3.6 y 3.7 (los digitos des-
pués de los ceros se deben a errores de redondeo).

4.2.1. Algoritmo y cédigo

Como en los otros métodos, se debe fijar un limite de iteraciones, por-
que puede suceder que no exista una raiz en el lugar donde se realiza la
busqueda, o que el incremento sea muy pequefio y no se llegue al cambio de
signo o que por el contrario sea muy grande y pase a través de dos solu-
ciones (con lo que no se produce un cambio de signo).

El algoritmo, gque busca el segmento de solucidn, se se presenta en la
siguiente pédgina y el cdédigo respectivo, afiadido a la unidad “mat205.7js”,
es el siguiente:

function incrl{f,x,dx,1i){
if (x=—mull) x=1.1;
if {dx—null) dx=0.1;
if {li=—null) 1i=100;
var c=1,f1=f(x) ,£2:
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incrl: Busqueda del segmento de
solucién.

<, recibir f,x,dx, li >xf: Funcién a resolver (f(x)=0).
yx:  Valor inicial de busqueda (v.d.=1.1)
i dx: Incremento inicial (v.d.=0.1)
(" c=uf=fx ) |li_Limit de iteraciones (vd.=100)

1

( X = x+dx >

1
( f, = f(x) )

[else] [f1*f,<0]

[else] /i\ [e=li]

Limite de

| iteraciones
/| alcanzado devolver x-dx
c=c+tl generar error  f
L@
while (true) {
xt=dx;
f2=F (=) :
if (f1*f2<0) retmrm x-dx:
if {ci+ = 1li) throw new Error{"incrl no converge, =="+x}):;

}

Como se puede ver, esta funcidén devuelve el valor inicial del segmento
de solucidén. El1 segundo valor se obtiene simplemente sumando “dx” al mis-
mo.

Empleando este programa con la ecuacidn resuelta manualmente (con los
valores por defecto) se obtiene:

incrl (£f)

Como el incremento por defecto es 0.1, se sabe que la solucidn se en-
cuentra entre 3.6 y 3.6+0.1=3.7.

Como ya se dijo, una vez encontrado el segmento de solucidn, general-
mente se encuentra una solucidén més precisa recurriendo a otros métodos,
sin embargo, y como también se explicd, es posible encontrar una solucidén
aproximada volviendo a aplicar el método con incrementos cada vez mas pe-
quefios (iguales a la décima parte del incremento anterior).

Asi, partiendo del segmento encontrado con el incremento original, se
puede encontrar un nuevo segmento:

dx=0.1/10; x=incrl(f,3.6&,d=x)

3.6

Que aparentemente es igual al anterior, pero que en realidad tiene un
digito més de precisidén (por lo tanto ahora se sabe que la solucidn se
encuentra entre 3.60 y 3.61).

Empleando este nuevo valor (almacenado en la variable “x”) y la décima
parte de este incremento, se encuentra un resultado que tiene un digito
mas de precisiédn:
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dx/=10; =x=incrl|f, x,dx)
3.60809959480040405904048

Por lo tanto ahora se sabe que la solucién se encuentra entre 3.609 y
3.610). Prosiguiendo de esta manera se incrementa la precisién del seg-
mento en un digito en cada repeticiédn:

dx/=10; x=incrl|(f,x,dx)
3.6096000000000004

dx/=10; x=incrl(f,x,dx)
3.60970000000001

dx/=10; x=inerl(f,x,dx)
3.609670000000001

dx/=10; =x=incrl(f, x,dx)
3.608670700000040405

dx/=10; x=incrl|(f,x,dx)
3.609670879959590449

dx/=10; x=incrl(f,x,dx)
3.60967T0EE50990064405

dx/=10; x=inerl(f,x,dx)
3.609670886005900445

dx/=10; =x=incrl(f, x,dx)
3.6086708E86135558483

dx/=10; x=incrl|(f,x,dx)
3.609670880130040405

dx/=10; x=incrl(f,x,dx)
3.609670880130404045

dx/=10; x=inerl(f,x,dx)
3.6096708861400404

dx/=10; =x=incrl(f, x,dx)
3.60896708E8614004593

En esta Gltima repeticidén el valor del incremento “dx” es:

dx
le-15
Por lo que en este punto se puede afirmar que la solucidén se encuentra

entre 3.609670886140049 y 3.609670886140050, por lo tanto, se puede ase-
gurar que la solucidén (con 15 digitos de precisidn) es: 3.60967088614005.

No es posible encontrar una solucidn con mayor precisién porque la pre-
cisién de los numeros reales en Javascript es de 16 digitos, que es la
precisién que ya tiene el segmento de solucidn (aunque por supuesto, la
solucidén tiene un digito de precisidédn menos) .

El algoritmo que automatiza este proceso se presenta en la siguiente
pédgina y el cédigo respectivo, afiadido a la libreria “mat205.js”, es:

function incr2(f,x,dx,err){

if (¥x=—mull) x=1.1;:

if (dwx=—null) dx=0.1:

i1f (err—null) err=le-12;

var c=1;

x=incrl {(f,x, dx)

while (true) {

if (ab=s{dx)<err) returm x;
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incAgnita por el método incrementa

imx2:Smudéndeunaecuadénconuna[ij
I

<:redbktxhdxeNJi:)‘f; Funcién a resolver (f(x)=0).
“Jx: Valor inicial de x (v.d.=1.1)
dx: Incremento inicial (v.d.=0.1)
err: Error permitido (v.d.=1e-12)

x1 = x = incrl(f,x,dx)

[else] [|dx|<err]

. Limite de
[else] [c=1i] | iteraciones
/| alcanzado

<§9nerarewor / devolver x
< x = incri(f,x,dx, 10) )
] @

¢ = c+1; dx=dx/10

if {ct++ =— 1l&) throw new Error({"incrZ no converge, X="+X};
dx/=10;
¥x=incrl{(f, x,dx,10}):

}

Al emplear este programa se debe recordar que el error permitido co-
rresponde a los digitos que son precisos después del punto, asi si el
error es igual a le-7, el resultado es preciso hasta el sexto digito des-
pués del punto.

Resolviendo la ecuacidén del ejemplo manual con este programa (empleando
los valores por defecto) se obtiene:

incrZ (f)
3.609c708861400018

Y como se ha empleado el error por defecto (le-12), este resultado es
confiable hasta el décimo primer digito después del punto, es decir:

round (incr2(£),11)
3.6086708BE614

Donde la funcidén “round” es la funcidén que redondea un numero, al nume-
ro de digitos especificado después del punto.

4.3. METODO DE LA BISECCION (BOLTZANO)

El método de la Biseccidédn, también conocido como método de Boltzano,
busca la solucidén a partir de un segmento de solucidén conocido. Para ello
simplemente comprueba si la solucidén se encuentra a la mitad del segmento
y de ser asi el proceso concluye, caso contrario continta la blUsqueda en
la mitad del segmento donde ocurre el cambio de signo, prosiguiendo de
esa manera hasta que el valor de la funcidbn es cero o cercano a cero.

Gréaficamente el método sigue el proceso que se muestran en la figura de
la siguiente pagina. Matemdticamente, el lugar de la solucidén se determi-
na multiplicando los valores de la funcidén en “x;” (f(x1)) vy “x3”7 (£(x3)),
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si es negativa, la solucidén se encuentra en la mitad izquierda (entre x;
y X3), caso contrario se encuentra en la mitad derecha (entre x3 y x;).

y
A
—
segmento original
g .. Nuevo segmento .
. . N
X
X1 X3 X2 g
0 7

Valor de prueba \\\\\\\\\\§~_—

La ecuacién para el célculo del nuevo valor de “x” (“x3”) se deduce a
partir de la gréafica:

X2—Xq
X3 =T+xl
Xo—Xq + 2x4
X3 =—2
X1+ x5
x3 :—2

Para comprender mejor el proceso, se resolverd (una vez mas) la ecua-
cidén:
0.36
f(x)=(52+3Vx-8x°8) " —x=0

Primero se crea una funcidén para la expresidn (recuerde que en estos
métodos las funciones se igualan a cero):

El segmento de solucién puede ser encontrado con “incrl” (o también
graficamente) :

¥x1=incrl(f)

Por lo tanto la solucidén se encuentra entre 3.6 y 3.7 (recuerde que el
incremento por defecto en “incrl” es 0.1). El valor de la funcidén en este
punto es:

v1=f (=1}
0.011149591368948611

-
o

[
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AN r”

Con el segmento de solucidén (los valores de y “x,”) se calcula el

nuevo valor de prueba “xj3

X1

”.

x2=x1+0.1; x3=(=xl+x2)/2

Siendo el valor de la funcidn en este nuevo punto:

yv3=£(x3)
-0.048501074348197324

Como el valor de la funcidén de error no es aun cero y ha cambiado de
signo (con relacidén a “y;”), se sabe que la solucidn se encuentra al lado
izquierdo del segmento, por lo tanto %“x,” toma el valor de “x3”. Como en
este método el nuevo valor de prueba “x3” es asignado a “x,” o a “x;” de-
pendiendo de que exista o no un cambio de signo, se puede emplear la es-
tructura “if-else” para realizar dicha asignacién y calcular un nuevo
punto:

A\ AN r”

if(yl#%v3<0) x8=x3; else xl=x3; x3=(xl+x2)/2; v3=f£(x3); write(x3,v3)
3.625000000000002 -0.0176740242209647357

Entonces el proceso se repite hasta que el wvalor de la funcidén (“y3”)
es cero (o cercano a cero) y/o hasta que el nuevo valor de prueba (“x3”)
es igual al anterior (en un determinado numero de digitos):

if(yl#*v3<0) x2=x3; else zxl=x3; =x3=(xl+x2)/2; v3=f£(x3); write(x3,v3)
hhhhhhhhhh -0.00326176885746791525
if(vl*y3<0) x2=x3; else xl=wx3; x3=(xl+x2)/2; v3=f(x3); write(x3,v3)
hhhhhhhhh 0.003944007308300357

if(ywl*y3<0) x2=x3; else xl=wx3; =3=(xl+x2)/2; v3=f(x3); write(x3,v3)
hhhhhhhh 0.0003411355057147958

if(yloy3<0) x2=x3; else =l==x3; =3=(=xl+x2)/2; v3=f(x3); write(x3,v3)
hhhhhhh -0.00146032036099215414

if(yl#*v3<0) x2=x3; else zxl=x3; =x3=(xl+x2)/2; v3=f£(x3); write(x3,v3)

.6101536250000003 -0.0005595390706026808335

if(vl*y3<0) x2=x3; else xl=wx3; x3=(xl+x2)/2; v3=f(x3); write(x3,v3)

.6097026250000028 -0.0001092272141183237

if(ywl*y3<0) x2=x3; else xl=wx3; =3=(xl+x2)/2; v3=f(x3); write(x3,v3)

.6095703125000025 0.000115954249866032352

if(yloy3<0) x2=x3; else =l==x3; =3=(=xl+x2)/2; v3=f(x3); write(x3,v3)

.60%c0T7896B750003 0.000003363543891E5444¢8

if(yl*v3<0) =x2=x3; else =xl==3; =3=(=xl+x2)/2; v3=f(x3); write(x3,v3)

L.609716790B75003 -0.00005293168280008104046

if(vl*y3<0) x2=x3; else xl=wx3; x3=(xl+x2)/2; v3=f(x3); write(x3,v3)

.609692382812503 -0.000024764140732592164

if(ywl*y3<0) x2=x3; else xl=wx3; =3=(xl+x2)/2; v3=f(x3); write(x3,v3)

.6096E801757612527 -0.000010710296013805186

if(yloy3<0) x2=x3; else =l==x3; =3=(=xl+x2)/2; v3=f(x3); write(x3,v3)

.6096740722656278 -0.00000367337609558500884¢6

if(yl#*v3<0) x2=x3; else zxl=x3; =x3=(xl+x2)/2; v3=f£(x3); write(x3,v3)

.609671020507681553 -1.3491630851018335e-7

if(ywl*y3<0) x2=x3; else xl=wx3; x3=(xl+x2)/2; v3=f(x3); write(x3,v3)

.609600945946265809 (0.000001604313697E8E93613

if(yloy3<0) x2=x3; else =l==3; =3=(=xl+x2)/2; v3=f(x3); write(x3,v3)

LE09ET025756E83628 T7.24F0B505700822:-T7

if(yl*v3<0) =x2=x3; else =xl==3; =3=(=xl+x2)/2; v3=f(x3); write(x3,v3)
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.6096706390360B9 2.
if(yloy3<0) =2==3;
.609670B29772852 ©.49872680114072e-8

if (yloy3<0) =x2=x3; else xl=x3; =3=(xl+x2)/2;
.6089670825140384 -4.49646204714326E8e-8
if(yl*v3<0) x2=x3; else xl=x3; =x3=(xl+x2)/2;
L.609670877453666077 1.0011324214076467e-8
if(yl*y3<0) x2=x3; else xl=x3; x3=(xl+x2)/2;
.609670801296526 -1.747604B12E86T78107e-8
if(yley3<0) x2=x3; else xl=x3; x3=(xl+x2)/2;
.609670BB9377597 -3.7326602179345425e-9

if (yloy3<0) =x2=x3; else xl=x3; =3=(xl+x2)/2;
.609670B6834171323 3.139331017365521e-9
if(yl*v3<0) x2=x3; else xl=x3; =x3=(xl+x2)/2;
.609670EB03973048 -2.%96663803034535703e-10
if{yl*y3<0) =x2=x3; x3=(x1+x2)/2;

E489104453299774e-7
else xl1=x3; =x3=(x1+x2)/2;

elze mxl=x3;

L6096 70EE49072483 1.421333273295208g7—-89
if(yley3<0) x2=x3; else xl=x3; x3=(xl+x2)/2;
.609670BE56523065 5.62333735132369E8e-10

if (yloy3<0) =x2=x3; else xl=x3; =3=(xl+x2)/2;
.609670BE0024E8357 1.32E83374400430148e-10
if(yl*v3<0) x2=x3; else xl=x3; =x3=(xl+x2)/2;
.609670BEB62111004 -8.19162315597327e-11
if(yley3<0) x2=x3; else xl=x3; x3=(xl+x2)/2;
.609670BE0117868 2.545919031149424e-11

if (yloy3<0) =x2=x3; else xl=x3; =3=(xl+x2)/2;
.609670BE0104534 -2.B22B53062411823e-11
if(yl*v3<0) x2=x3; else xl=x3; =x3=(xl+x2)/2;
.60967068680141251 -1.38467013631244952e-12
if(yl*y3<0) x2=x3; else xl=x3; x3=(xl+x2)/2;
.609670EB0129609 1.20374B212215957487e-11
if(yley3<0) x2=x3; else xl=x3; x3=(xl+x2)/2;
.609670EE01354303 5.32586l1893731801e-12

if (yloy3<0) =x2=x3; else xl=x3; =3=(xl+x2)/2;
.609670BE0136341 1.970423B24104728e-12
if(yl*v3<0) x2=x3; else xl=x3; =x3=(xl+x2)/2;
.609670BE801397957 Z2.93089B87850104133e-13
if(yl*y3<0) x2=x3; else xl=x3; x3=(xl+x2)/2;
.6096708E80140523 -5.457E5638905727e-13
if(yley3<0) x2=x3; else xl=x3; x3=(xl+x2)/2;
.609670EE01401594 -1.2612133559741778e-13
if (yloy3<0) =x2=x3; else xl=x3; =3=(xl+x2)/2;
.609670BER13588778 B.30446822415%96171e-14
if(yl*v3<0) x2=x3; else xl=x3; =x3=(xl+x2)/2;
.609670E8B01400084 -2.13162B2072803006e-14
if(yl*y3<0) x2=x3; else xl=x3; x3=(xl+x2)/2;
.609670EEB0140023 3.10862440B89504368e-14
if(yley3<0) x2=x3; else xl=x3; x3=(xl+x2)/2;
.609670EE01400457 4.BE48B13083506E8e-15

if (yloy3<0) =x2=x3; else xl=x3; =3=(xl+x2)/2;
.609670BER140057 -7.993605777301127e-15

va=f (=x3);
y3=f (x3);
v3=f (x3);
v3=f (x3);
va=f (=x3);
y3=f (x3);
v3=f (x3);
v3=f (x3);
va=f (=x3);
y3=f (x3);
v3=f (x3);
va=f (=x3);
y3=f (x3);
v3=f (x3);
v3=f (x3);
va=f (=x3);
y3=f (x3);
v3=f (x3);
v3=f (x3);
va=f (=x3);
y3=f (x3);
v3=f (x3);
v3=f (x3);
va=f (=x3);

vi=f (x3);

write (x3,v3)
write (x3, v3)
write (x3,v3)
write (x3, v3)
write (x3,v3)
write (x3, v3)
write (x3,v3)
write (x3, v3)
write (x3,v3)
write (x3, v3)
write (x3,v3)
write (x3,v3)
write (x3, v3)
write (x3,v3)
write (x3, v3)
write (x3,v3)
write (x3, v3)
write (x3,v3)
write (x3, v3)
write (x3,v3)
write (x3, v3)
write (x3,v3)
write (x3, v3)
write (x3,v3)

write (x3, v3)
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if(ywl*y3<0) x2=x3; else xl=wx3; =3=(xl+x2)/2; v3=f(x3); write(x3,v3)
.609670BBR1400515 -1.776356E8394002505e-15

if(yloy3<0) x2=x3; else =l==x3; =3=(=xl+x2)/2; v3=f(x3); write(x3,v3)
.6096T70EE140049 1.33222676208550187E8e-15

if(yl#*v3<0) x2=x3; else zxl=x3; =x3=(xl+x2)/2; v3=f£(x3); write(x3,v3)
.609670868614005 -4.44088209E8500626e-16

if(vl*y3<0) x2=x3; else xl=wx3; x3=(xl+x2)/2; v3=f(x3); write(x3,v3)
3.609e708661400487 O

Lad

Lad

Lad

Como se puede ver, para llegar a la solucidén exacta (para que la fun-
cidén se haga cero), se requieren 45 iteraciones, que son aun muchas ite-
raciones pero que no son ni la mitad de las iteraciones que se requieren
con el método incremental.

4.3.1. Algoritmo y cédigo

El algoritmo que automatiza el proceso es el siguiente:

$ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, {biseccion: Método de la Biseccion. ﬁ

< ibir li > f: Funcién a resolver (f(x)=0).
reehl P o % |X1,X2: Valores inicial y final del segmento

de solucion.
c=1; y1=f(x1): Xo=X err:  Error permitido (v.d.=1e-12).
< Yi=lCa) %=1 > li: Limite de iteraciones (v.d.=50).

A xa=arx)2 )

[[xp/x3-1|<err]

[lys|<err]
devolver x3

[else] [c=1i]

Limite de
iteraciones
alcanzado.

[else] [yr*ys< 0]

generar error
X1 : X3 X2 = X3
Xp = X3
()

Se hacen las mismas consideraciones que en los métodos anteriores. E1
proceso concluye cuando: a) La funcién es casi cero (que seria la condi-
cién natural del método) o b) Los valores de “x3” de dos iteraciones con-
secutivas son casi iguales (que es cuando se alcanza la precisidén desea-
da) .

El cédigo respectivo, afiadido a la libreria “mat205.7js”, es:
function biseccion{(f,x1,xZ,err,1i) {

if (err=null) {err=le-12;}

if {li=—null) {1i=50;}

var c=1,yl=Ff(xl) xp=x1 ,x3,v3;
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while (true) {
x3=(=xl+x2) f2;
if (abs(xp/x3-1l)<err) {returm x3:}

yv3=£ (=x3) :
if (ab=({yv3)<err) {returm x3:}
if {ci+ = 1li) throw new Error({"biseccion no converge, X="+x3):;

1f (yvl*y3<0) X2=xX3; else X1=x3;
Xp=xX3’

}

Resolviendo la ecuacidén del ejemplo manual con este programa (empleando
los valores por defecto), se obtiene:

Y con un error de 16 digitos (méxima precisidén), se obtiene el mismo
resultado que en el ejemplo manual:
bigseccion(f,3.6,3.7,1e-1&)
& TOEE1400497

4.4. METODO DE REGULA FALSI (INTERPOLACION LINEAL)

Al igual que el método de la Biseccidn, este método comienza con un
segmento de solucidén conocido, sin embargo, en este caso el nuevo valor
de prueba (x3) se calcula por interpolacidén lineal, tal como se muestra
en la figura:

yA

segmento original

Xy

X2

Nuevo valor \t:::::‘§““——

de prueba

En esencia difiere del método de la Biseccién por la forma en que se
encuentra el nuevo valor de prueba. La ecuacidédn para calcular dicho wvalor
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se deduce de la interseccidén entre la linea que pasa por 1los puntos
(x1,v1), (X2,V¥2) v la recta y=0.

Reemplazando dichos puntos en la ecuacidén de la linea recta, de obtiene:
y1 =a+ bxq
Yy, = a+ bx,

De donde resulta:

Y1-Y2 = b(x1-x3)
b= Yi—Y2
X1— X2

Y con “b” se puede calcular el valor de “a”:
Vi—Y2

=a+——x
Y1 Xi—x, !

a4 = Y1X1=Y1X2 — Y1X1 + Y2Xq
X1 — X2

Va2X1=Y1X2
aa =
X1~ X3
Reemplazando “a” y “b” en la ecuacién general de la 1linea recta
(y=atbx), se obtiene:

VoX1 —YV1X2 V1 — Y2
+ X
X1 — X2 X1 — X3

N,

Pero en la interseccidén “y” es cero y “x” es “x3”, por lo tanto:
Y2X1=Y1X2
Y2 =M1

Que es la ecuacidén del método de Regula Falsi.

x3:

Para comprender mejor el proceso se resolverda (una vez mas) la ecuaciédn,
con 12 digitos de precisiédn:

0.36
() =(52+3Vx-8x%8) T-x=0
Como de costumbre, se comienza programando la funcidn:

1
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Al igual que en el método de biseccidn, se encuentra el segmento de so-
lucidén con “incrl”, pero esta vez empleando un incremento igual a 1:

¥l=incrl(f,1.1,1); =2=xl+l; write(xl,xZ)

o -
3.0995908050005950804408 4

En consecuencia, la solucidén se encuentra entre 3.1 y 4.1. Los valores
de la funcidén para estos puntos son (recuerde que en las consolas los va-
lores se imprimen con “console.log”):
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v1=£f (x1); y2=f(x2); write(yl,v2)
0.5B606226868854437 -0.5660201764378305

Entonces, el nuevo valor de prueba (“x3”) y el respectivo valor de la
funcidén, son:

x3=(ye*xl-v1*x2)/ (v2-v1); v3=f(x3);
write (precision(x3,12),precision(y3,12))
3.60908171330 0.0006792735043E88

Como se puede ver, con este método la funcidn se aproxima a cero (en 3
digitos) aun en una iteracidn.

Al igual que en el método de la biseccidén se repite el procedimiento
empleando la estructura “if-else” para averiguar si la solucidén se en-
cuentra a la izquierda o a la derecha. El proceso se repite hasta que el
valor de la funcién tiene 12 ceros después del punto (es menor a le-12)
y/o hasta que los dos uUltimos valores de “x” (“x3”) son iguales en 12 di-
gitos (que es la precisidén con la que se estd trabajando en el ejemplo) :

if(ywlvy3<0) {x2=x3;v2=y3;} else {xl=wx3;vl=y3;} x3=(y2*xl-v1*x2)/(vi-v1);
y3=f (x3); write(precision(x3,12),precision(y3,12))
3.609670153188 £.465532651978e-7

if(yloy3<0) {x2=x3;v2=y3;} else {xl=x3;v1=v3;} =x3=(v2*xl-y1l*x2)/(yv2-v1);
y3=f (x3); write(precision(x3,12),precision(y3,12})
3.60%9670BE522 1.05511244166e-9

if(yl*v3<0) {x8=x3;v2=y3;} else {xl=x3;v1=v3;} =x3=(v2*xl-v1*x2)/(v2-v1);
yv3=f£(x3); write(precision(x3,12),precision(y3,12))
3.60967086614 1.31583632878e-12

if(wl*vy3<0) {x2=x3;vi=y3;} elze {xl=wu3;v1=y3;} x3=(yvi*xl-vyvl*x2)/ (vi-v1);
y3=f (x3); write(precision(x3,12),precision(y3,12))
3.609e7086614 1.3322676029855e-15

Entonces, la solucidén, con 12 digitos de precisidén, es: 3.60967088614.
Solucién a la que se llega en un total de 5 iteraciones. Como ocurre
en este ejemplo, el método de Regula Falsi requiere, casi siempre,
menos iteraciones que el método de la Biseccién.

Por otra parte el método de Regula Falsi suele acercarse a la solu-
cién por un sdélo lado (en el ejemplo se acerca sbélo por el segmento
derecho pues los valores de “y3” son siempre positivos), lo que puede
llevar a un numero excesivo de iteraciones cuando la curva tiene pen-
dientes muy pronunciadas cerca de la soluciédn.

4.4.1. Algoritmo y cédigo

El algoritmo del método de Regula-Falsi es esencialmente el mismo que
el de la Biseccidn, excepto que ahora se emplea otra ecuacidén para el
cadlculo del nuevo valor de prueba (“x3”) y que el intercambio de varia-
bles implica tanto a “x” como a “y”, tal como se puede ver en el diagrama
de la siguiente pagina.

El cédigo respectivo, afladido a la libreria “mat205.js”, es:
function refa(f,xl1,x2,err,1i) {

if (err=—null) {err=le-12:}

if {li=—null) {1i=30;}

var c=1,xp=xl1,yl1=E(x1l) ,v2=E£(=x2) ,Xx3,v3;

while (true) {
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I ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Jm: Método de Regula Falsi. ﬁ

< recibir f, X, X,, err, li > f: Funcién a resolver (f(x)=0)
$ \EXLM:VMOHNGMyﬁnmdd
A segmento de solucién.
<C=1; Xp=X1; Y1=f(X1); Y2=f(X2) ) |err:  Error permitido (v.d.=1e-12)
li: Limite de iteraciones (v.d.=30)

X3 =(Y2*X1-Y1*%X2)/(Y2-Y1) >

[IXp/Xs-1|<err]

J\ [c=1i]
Limite de

alcanzado
[else] [y1*ys<0]

('generar error }*

<err
[lys| ] devol@

X2=X3; Y2=Y3

X3=(y2oxl-yv1&®x2) f(vZ-v1):
if (ab=(xp/x3-1l)<err) {returm x3:}

yv3=Ff (x3) ;

if (ab=({y3)<err) {returm xX3;}

if {(c++ = 1i) throw new Error{"biseccion no converge, X="+x3);
1f (vl*y3<£0) {xZ=x3:;vZ=v3:} else {xl=x3;yvil=y3;}

Xp=x3;

}

Encontrando la solucién de la ecuacidédn del ejemplo manual, con este

programa (empleando “incrl” para determinar el segmento de solucidn), se
obtiene:

¥l=inerl(£,1.1,1); =z2=x1+1; precisicn(refa(f,=x1,=x2),12)

Que es el mismo resultado encontrado en el ejemplo manual (recuerde que
el error por defecto del método es le-12).

4.5. METODO DE LA SECANTE

El método de la Secante requiere dos valores iniciales (x; y X,), sin
embargo, a diferencia de los métodos de la Biseccidén y de Regula Falsi,
dichos valores no necesitan estar a ambos lados de la solucidén, es decir
que en el método de la secante no se requiere conocer el segmento de so-
lucidén, sin embargo, si los valores iniciales constituyen el segmento de
solucidén, la convergencia hacia la solucidn es mas rapida y segura.

Como se puede ver en la figura de la siguiente pagina, con los valores
iniciales se calcula un nuevo valor de prueba x3, interpolando o extrapo-
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lando a través de los puntos asumidos hasta la recta “y=0":

y A

Puntos iniciales

YilooooooD &
Vol oo g ..... :

Nuevo valor
de prueba

0 X1 Xz
Valores iniciales

Solucién

Nuevo punto

Luego se repite el proceso, empleando los dos ultimos puntos, hasta que
el valor de la funcién (f(x;)) es cercano a cero o hasta que los valores
de prueba de dos iteraciones consecutivas son aproximadamente iguales.

La ecuacidén para el célculo del valor de prueba "x3" es la misma que
para el método de Regula Falsi:

Y2X1=Y1X2
X3 =—"T-—"—
Y2 =M1
Para comprender mejor el proceso se encontrard (una vez mas) la solu-
cién de la siguiente ecuacidén, con 9 digitos de precisidn:

0.36
f(x)=(52+3Vx-8x%8) " —x=0
Primero, como de costumbre, se programa la funcidn:
f=functionix){ return pow(32+3%sgrt(x)-E*pow(x,0.8),0.36)-=x;

Luego se asumen valores iniciales, en este caso dos valores consecuti-
vos: x1=1.1, x2=1.2, y con los mismos se calculan los valores respectivos
de la funcidén y el nuevo valor de prueba:

x1=1.1; x2=1.2; vl=fi(=xl); vya=f(xZ2); =x3=(y2*xl-vyv1*x2)/(v2-v1);
precision(x3,9)
3.60844735

Siendo el valor de la funcidén para el nuevo valor de prueba:

y3=f (x3); precisioniy3,9)
0.000257726112

Como se puede ver, aun con el primer valor de prueba la funcién se
acerca a cero en 3 digitos.
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Ahora se repite el proceso, realizando el cambio de variables para em-
plear siempre los dos ultimos puntos, hasta que los valores de prueba (x3)
de dos iteraciones sucesivas son iguales (en los 9 digitos) o hasta que
el valor de la funcién es cero (o menor a 10779):

wl=xZ;x2=x3;vl=y2;yi=y3;x3=(ya xl-y1l*x2)/ (yvi-yl);v3=£f (x3);
write (precision(x3,9),precision(y3,9))
3.6089e7162 -EB.42444867e-7

wl=x2;x2=x3; y1=y2; v2=y3;x3= (y2%xl-v1*x2) / (v2-v1) ; v3=£ (x3) ;
write (precision(x3,9),precision(y3,9}))
3.60%967088 4.45421477e-13

x1=x8;x2=x3; v1=v2; vE=y3;x3= (vE*xl-v1*x2)/ (v2-v1) ; v3=£ (x3);
write (precision(x3,9),precision(y3,9))
3.60967088 -4.4408%921e-14

Como se puede ver en este caso se requieren apenas 3 iteraciones para
llegar a la solucidén y en realidad sdélo 2, porque el valor de la funcién
es menor a le-9 en la penultima iteracidén (sdélo se ha repetido una vez
mads para garantizar que la precisidén también se cumpla).

4.5.1. Algoritmo y cédigo

El algoritmo que automatiza el proceso es:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, {secante: Método de la Secante.ﬁ
I f: Funcién a resolver, f(x)=0.
< recibir f.x, Xp,err i > X1,%2: Valores asumidos, (v.d.=1.1,1.2)
$ err:  Error permitido (v.d.=1e-15)
li: Limite de iteraciones (v.d=30)

(=1, ys=t(x); y2=1(x2) )
I

<:X3=W?MN3MVWTw):>

[IX2/x3-1|<err]

[else]

[else] [lys|<err] ﬁj
devolver x;

[else] )& [c=1i] Limite de

| iteraciones
alcanzado

generar error )~

G=c+1; X17X2; Y17Y2; X2=X3; yz=y9

Siendo el cdédigo respectivo, afiadido a la libreria “mat205.]js”:

function secante(f,xl,x2,err,li){
1f (xl=null && xZ=—mmll) {xl=1.1; x2=1.2:}
If (x11=mull && XZ=—mmll) xZ=x1%1.,1;:
if ({err=—null) err=le-15;
If (li=—mull) 1i=30;
var c=1,yl=F(xl) v2=£(x2) ,x3,v3’
while (true) {
HI=(y2hxl-yilex2) f(yv2-y1) :
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if (ab=s(x2/x3-1)<err) returm x3;

yv3=Ff (x3) ;
if (ab=({y3)<err) returm x3;
if (c++ = 1li) throw new Error("secante no converge, x="+x3);

Xl=x2 ryvl=y2 rxr=x3 ryr=y3;

Volviendo a resolver la ecuacién del ejemplo manual, con este programa
(con la precisién de 9 digitos), se obtiene:

precision(secante(f,1.1,1.2,1e-9),89)
3.60967089

Que es el mismo resultado calculado en el ejemplo manual. Con la preci-
sidén por defecto (de 15 digitos), se obtiene:

precision(secante(f), 15}
3.6096708E614005

4.6. METODO DE NEWTON-RAPHSON

Este método sigue el proceso que se muestra en la figura:

y A

Y1

Y2

Solucién

XV

Es decir se asume un valor inicial (x;) y con el mismo se calcula la
derivada de la funcidén (la tangente a la curva en x;). Con la tangente,
en la interseccidén con la recta y=0, se encuentra el nuevo valor de
prueba (x,;). Este proceso se repite (calculando la tangente en el nuevo
punto) hasta que el valor de la funcidén es cercano a cero o hasta que
los valores de “x” de dos iteraciones sucesivas son aproximadamente
iguales.

La ecuacién para el calculo del nuevo valor de prueba (x;) puede ser
deducida del triadngulo que forman la tangente con los segmentos (como se
puede ver en la figura) donde se cumple que:

f(x) =0

tan(a) = ' (x) = T
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De donde resulta:

vy, = SO
fr(x1)
__ N
fr(x1)

Que es la ecuacidédn del método de Newton-Raphson. Como se puede ver, es-

ta ecuacidén es muy sencilla, sin embargo, implica el calculo de la deri-

vada primera de la funcién y es ahi donde radica la mayor dificultad del
método.

Xy = Xq

Si bien en ocasiones el cdlculo de la derivada analitica puede ser sim-
ple, en otros es complejo e incluso imposible (en funciones compuestas
por ejemplo). Afortunadamente, es posible obtener un resultado numérico
aproximado, aplicando las férmulas de diferenciacién (que se deducen a
partir del concepto de la derivada).

En este método se emplearda la férmula de diferencia central de segundo
orden (cuya deduccidén se estudiard en temas posteriores):

h) — —h
PO (CAdokd (LRl

Donde “h” es el incremento de “x” (Ax). En teoria, puesto que la deri-
vada se encuentra en el limite cuando Ax tiende a cero, mientras mas pe-
quefio sea el incremento més exacto serd el resultado obtenido. En la
practica, no obstante, no es asi debido a los errores de redondeo. Los
errores de redondeo se hacen mds grandes mientras méas pequefio sea “h”.
Por eso se debe emplear un valor intermedio (ni muy grande, ni muy peque-
fio), siendo un valor adecuado para la mayoria de los casos x;*107°.

Con este incremento se puede crear una funcidén para el céalculo de la
derivada primera (misma que ha sido afiadida a la libreria “mat205.73s”):

function dfl(f,=x){

var h=x%le-6;

return (f(x+h)-f(x-h)),/(Z2%n) :
1

Por ejemplo, para calcular las derivadas de la funcién:

£) = (52 + 3vx-8x°8)" —x = 0
En x=2.1, 3.2 y 6.5, se escribe:

f=function(x){ return pow(52+3%=qgrt(x)-E*pow(x,0.8),0.36)-x;
dfl(f,2.1)
-1.1478517020477487
dfl(f,3.2)
-1.150090081148257415
dfl(f,6.5)
-1.1801206938162505
Y para encontrar la solucidén con el método de Newton-Raphson, se asume
un valor inicial (por ejemplo 1.1) y con el mismo se calcula el valor de
la funcién y el nuevo valor de prueba:
¥1=1.1;yl=fixl) ;x2=xl-y1/df1l (£, =1);write(yl, =2}
2.8B40553877E8E4245 3.60B80816103260472
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AN

Ahora simplemente se repite el proceso, haciendo que “x1” tome el valor
de “x2”, hasta que la funcidén es casi cero y/o los valores de prueba de
dos iteraciones sucesivas se repiten.

wl=x2;y1=f (xl) ; x2=x1-v1/df1 (£, =1} ;write|v1, =2}
0.00087020585502952678 3.0006708BBT4ETESD3

x1=x2;yv1=f (x1) ;x2=x1-vy1/df1l (£, x1) ;write (v1,xZ)
-1.5539178832508723e-9 3.609c70BB014005

wl=xZ;yl=f (xl);x2=xl-y1/dfl(f, =1} ;write(yl, =xZ)
-4,.440892098500620e-10 23.60%cT70BB014004597

wl=x2;yl=f (xl) ;x2=xl-y1/dfl(f, =1} ;write(yl, =Z)
0 3.60%9c708B8614004597

Como se puede ver, en la ultima iteracidén (en la cuarta) se cumplen las
dos condiciones: el valor de la funcidén es cero (solucidén exacta) y se
repiten los dos Ultimos valores de “x”, por lo que se puede concluir que
el resultado calculado es exacto.

4.6.1. Algoritmo y cédigo

El algoritmo que automatiza el proceso es:

,,,,,,,,,,,,,,, { newton: método de Newton - Raphson ﬁ

f: Funcion a resolver (f(x)=0).
_xa: Valor asumido (v.d.=1.1)

err: Error permitido (v.d.=1e-15)

li: Limite de iteraciones (v.d.=30)

mcmwthewh

y1 = f(x1)

[ly|<err]

!

h x1*10 dy=(f(x,+h)-f(x,- h))/(2*h>
Xz =X1-y1/dy(f,X1) devolver x;

[else] [|Xa/X2-1|<err]

[eBe]/)L\ (c=1] Limite de
| iteraciones <:§§§§E%%E§:>

generar error

Siendo el cdédigo respectivo, afiadido a la libreria “mat205.js”:

function newton({f,xl,err,l1i){
if (xl=—mmull) x1=1.1;
if {(err—null) err=le-15:
1f {(li=—null) 1i=30;
var c=1,yl,h,dy,x2;
while (true) {
yvl=~f (=x1) :
if (abs({yl)<err) retwmrm =x1;
h=xl*le-6; dy=(f(x1l+h)-£(x1-h))}/(2*h)
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x2=xl-vl/dv’

if (abs(=xl/=x2-l)<err) returm x2:

if {ct++ =— 1li) throw new Error{"newton no converge, X="+x2);
xl=x2;

}

Observe que en este y en el anterior método el error por defecto es de
15 digitos (le-15), esto porque ambos métodos son menos propensos a los
errores de redondeo y porque ademds requieren menos iteraciones que los
métodos estudiados previamente.

Resolviendo la ecuacién del ejemplo manual, con una precisidén de 16 di-
gitos, se obtiene:

newton (£,1.1,1e-1a)
3.60896708E61400457

Que es el mismo resultado obtenido en el proceso manual.
4.7. EJEMPLOS

1. Encuentre las soluciones aproximadas de la siguiente funcién grafican-
dola entre x=0 y x=10. Luego empleando estas soluciones como valores
asumidos, encuentre soluciones mas precisas, con 9 digitos de preci-
sién, empleando el método de Wegstein.

f(x) =cos(x)+ (1+x%)"1=0

Primero ser lleva la ecuacidén a la forma “x=g(x) y la manera mas sen-
A\Y ”

cilla de hacerlo es sumar “x” a ambos lados de la ecuacidn:
0+x=x=g(x)=cos(x)+(1+x*)"1+x

Entonces se programa y grafica esta funcidén (conjuntamente la recta
y=x), para obtener los valores iniciales:

r”

gl=function(x) {return cos(x)+1/|(l+x*x)+x;}; yv=function(x){return x;}
function()
plot{[gl,v],0,10)
10 +

| | |
0 2 4 L+ 8 10

Como se puede ver, existen tres soluciones aproximadamente en 1.7, 4.6
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y 7.9. Con estos valores (como valores iniciales asumidos) se encuentran
las soluciones con el método de Wegstein (con 9 digitos de precisién):

precision(wegstein(gl,1.7,1e-09),9)
1.80737538

precision(wegstein(gl,4.6,1=-9},9)
4.06830352

precision(wegstein(gl,7.9,1=-9}),9)
T.Be987174

Y como se puede ver, a diferencia del método de sustitucidédn directa, el
método de Wegstein logra convergencia (encuentra las soluciones), en los
tres casos.

2. Encuentre las soluciones aproximadas de la siguiente funcién, grafi-
candola entre x=1.5 y x=2, luego empleando esas soluciones como valo-
res iniciales, encuentre soluciones mas precisas, con 9 digitos de
precisién después del punto, empleando el método incremental (“incr2”).

3x%1-5y =7.0
yl2 + 4z = 14.3
x+y%+2z%2=14.0

Primero se escribe la ecuacidén como una funcidén de una variable iguala-
da a cero:

f(x)=140—y2—2z2—x=0

3x21—-17.0
Y 5
14.3-y12
zZ=————
4
Entonces se programa y grafica la funcién entre los limites dados:
f2=function (x) {var v=(3*pow(x,2.1})-7)}/5, z=(14.53-pow(y,1.2))/4; return
l4-y*y—-z*2z-X;}
function (x){var y=(3*pow(x,2.1)-7}/5, =z=(14.3-pow(y,1.2))/4; return 14-

Y*y-z®*Z-X;}
y2=function (x) {return 0;}; plot([£f2,v2],1.5,2)

0.05 4

-0.05

-0.15

-0.2 4

-0.25 S

1.5 1.5 1.7 1.8 1.9 2
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Los valores mas cercanos a las soluciones (con un digito después del
punto) son: 1.7 y 1.9.

Empleando estos valores en el método incremental (“incr2”), con un in-
cremento inicial igual a 0.01, se obtiene:

round (incr2 (£2,1.7,0.01,1e-10),9)
1.7265260148
round (incr2 (£2,1.9,0.01,1=-10),9)

1.843787085

Que, son las soluciones pedidas.

3. Calcule la frecuencia natural de una viga “p” con 9 digitos de preci-
sién, resolviendo la siguiente ecuacidén con el método de la Biseccidn.
Se sabe que la frecuencia natural de una viga es siempre un valor po-

sitivo. El segmento de solucién debe ser encontrado con el método in-
cremental.

cos(k - 1) -cosh(k-1) =-1
k? ==
a
2 E-l-g
A-y
[ = 120plg(longituddelaviga)
I = 170.6plg*(momentodeinercia)
E =3 x10°1b/plg? (mbéduloelastico)
y = 0.0661b/plg? (densidad)
A = 32plg?(secciontransversal)
g = 386plg/s? (aceleraciondelagravedad)

Esta ecuacién depende implicitamente de la variable “p” (la frecuencia),
siendo la funcidén a resolver (igualada a cero):

f(p) =cos(k-1)-cosh(k-1)+1=0

Como de costumbre primero se programa la funcidn:

=

f=function(p){
var g=386,n=32,y=0.066,E=3e6,I=170.6,1=120,a, k;
a=sgrt (E¥I*g/ (A*y)); k=sgrt(p/a);
return cos(k*l) *cosh(k*1l)+1;

Ahora, partiendo de un valor positivo (0.1) y un incremento igual a 1,
se encuentra el segmento de solucidén con “incrl” y la solucidén con “refa”:

¥1=inerl(£,0.1,1); x2=x1+1; precision(biseccion(f,=xl,=x2,1le-9),9)
T4.67665963

Por lo tanto la frecuencia natural de la viga, para los pardmetros da-
dos es de 74.676693 Hz. En la préactica, sin embargo, no se requiere un
resultado con tanta precisidén, en este caso, por ejemplo es suficiente
conocer la frecuencia de la viga con un digito después del punto, es de-
cir que un resultado de utilidad en ingenieria es 74.7 Hz.

4. Calcule la fraccién final de soluto en la fase liquida (x;), de una
columna de absorcién equivalente a una etapa de equilibrio, resolvien-
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do, con 10 digitos de precisién, la siguiente ecuacién por el método
de Regula-Falsi (se sabe que la solucién es positiva y menor a 0.4).

fx))=Ly-x;+V-y,-Co =0

L,
L. =
171 x
V1 = M—L1
Y1 = 14‘2 'Xl
Lo = Lo (1-x)
M = LO +V0

Co=Lo X0+ VoY
L, =300 kgmol/h

xO =0
V, = 100

Como de costumbre, para resolver el problema, primero se programa la
funcioén:

function (xl1){
var L0O=300,x0=0,V0=100,y0=0.2,C0,M, Le, yv1;
CO=LO*x0+V0%y0; M=LO+V0; Le=LO* (1
L1=Lec/ (1-x1); V1=M-L1;
return L1*x1+V1+*yl-C0;

}

Entonces se encuentra el segmento de solucidén con “incrl” comenzando la
bisqueda en 0 y con un incremento igual a 0.01 (porque el segmento de
bisqueda es pequefio). Con el segmento de solucidén se encuentra luego la
solucién llamando a la funcidén “biseccion”:

dx=0.01; xl=incrl(£f4,0,dx); =xZ=xl4+d=x;
preci=zion(refa(fd,xl, x2,1e-10),10)
0.04387771957
Que es la solucidén buscada. Una vez més, en la practica no se requiere
tanta precisién, siendo suficiente dos digitos, es decir: 0.046.

5. Un dato que se requiere en el disefio de redes de distribucién de agua
es el factor de friccién “f”, el cual se obtiene de tablas, pero que
también puede ser calculado con la ecuacién:

1_

77 (%) In(Re/(N)) + (14 — 5k—6)

k =0.28

Donde el valor de “k” puede variar en funcién a las caracteristicas
particulares del agua que se estd transportando y “Re” es el numero de
Reynolds que depende de la velocidad del agua y diametro de la tuberia.

Elabore una funcién que reciba el numero de Reynolds y devuelva el
coeficiente de friccidén respectivo, resolviendo la ecuacién con el mé-
todo de la Secante (valores iniciales 0.1 y 0.2, precisién de 9 digi-
tos). Luego emplee la funcién creada para calcular el factor de fric-
cién para numeros de Reynolds iguales a 1.5, 12.2, 21.3, 27.6 y 33.7.
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Esta es la clase de problemas que se resuelve en la préactica, es decir,
el cédlculo de uno o mas resultados de utilidad a partir de uno o mas va-
lores conocidos, en este caso el cédlculo del factor de friccidén a partir
del ntmero de Reynolds.

El problema debe ser resuelto en una funcién que reciba el nuUmero de
Reynolds y devuelva el coeficiente de friccidén. Pero como para calcular
el coeficiente de friccidén se debe resolver la ecuacidn, es necesario
programarla dentro de la funcidén, algo que es posible en lenguajes como
Javascript.

Como de costumbre la funcidén a resolver debe estar igualada a cero:

f(f)=%—()1n(Rx/F) (14-22) =0

La funcidén principal recibe el numero de Reynolds “Re” y “k” es una
constante (0.28), por lo tanto la uUnica variable (incdégnita) es “f”. Con
estas consideraciones la funcién que resuelve el problema es:

fric=function(Re){ wvar k=0.28; war f£f=functioni{f) {return
lfnqr—ffﬁ—lfk*lag{Re*sqr:{f}}—'lé—5.6f J:} return
precision{secante (££,0.1,0.2,1=-5),5); 1}
function (Re) {

wvar k=0.28;

var ff=function(f) {return 1l/sgrt(f)-1/k*log(Re*sgrt(£))—-(14-
5.6/K);}

return precision({secante(ff,0.1,0.2,1e-59),5);

}

Como se puede ver, a la funcidén interna se le ha dado el nombre “ff”,
la misma que es resuelta con el método de la secante y el resultado es
devuelto con 9 digitos de precisiédn.

Entonces, los resultados pedidos (los coeficientes de friccidén) se cal-
culan con la funcién “frac” (empleando “map”) :

map (ejem2, [1.5,12.2,21.3,27.6,33.7])
[14.8001058, 0.446974842, 0.21332281e6, 0.1560083

£
xa

b, 0.12419818]

6. Una esfera de densidad “d” se encuentra parcialmente sumergida en agua,
como se muestra en la figura:

El peso de la esfera de radio r es (4/3) (nrid) y el volumen del seg-
mento sumergido es (m/3) (3rh?-h?).

Una industria que disefia reguladores de flujo de agua, empleando flo-
tadores, necesita conocer la altura “h” a la que se sumerge la esfera.
Elabore una funcién que reciba como datos la densidad (d) y radio (r)
de la esfera y devuelva la altura (h) a la que se sumerge.
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La ecuacién que rige el sistema es la igualdad entre el peso de la
esfera y el volumen de liquido desplazado (principio del empuje) y de-
be ser resuelta con el método de Newton-Raphson con 8 digitos de pre-
cisién (valor inicial 0.5*r).

Una vez elaborada la funcién, debe ser empleada para calcular la altu-
ra sumergida para los siguientes casos: d=0.1, r=3.4; d=0.4, r=1.3;
d=0.6, r=3.1; d=0.8, r=2.5; d=0.95, r=3.6; d=1.2, r=1.9; d=-1.2, r=2.2.

En este problema, la ecuacidén que rige el sistema (tal como se indica
en el enunciado) es:

4 T
P AL 2_ 13
3771’ d 3(3rh h3)

Que colocada en la forma f(x)=0 es:

f(h) = —nr3d——(3rh2 h3) =0

Esta es la ecuacidén que debe ser resuelta con el método de Newton-
Raphson (observe que no es una ecuacién lineal). Al igual que el problema
anterior, esta funcidén debe ser programada dentro otra funcidén (la fun-
cién principal) que es la que recibe como datos los valores de “d” (la
densidad) y “r” (el radio).

Ademds es necesario verificar (antes de calcular la altura) que la den-
sidad sea menor a 1 (porgque si es mayor a uno la esfera se hundiria com-
pletamente) y que no sea menor a 0 (porque es una imposibilidad fisica),
generando un error (con “throw”) en caso de no cumplirse estas condicio-
nes.

La funcidén que resuelve el problema, tomando en cuenta las anteriores
consideraciones, es:

altura=functionid,r){ 1f (d>»=1) throw new Error{("La densidad
debe =er menor a 1"); i1f {(d<=0) throw new Error{"La densidad
ebe ser mavor a 0"); war fh=function(h) return A¥pI*r*r¥r¥+d-
d ¥ ":, .‘- gl.-'J.IJ.J. J.d
BI/3%(3*r*h*h-h*h*h);} return precisioni{newton{fh,0.5%r,le-
— T .
Yo7
function (d,r){
if (d»=1) throw new Error("La den=sidad debe ser menor a 1");
if (d==0) throw new Error("La den=zidad debe ser mayor a 0");

var fh=functioni(h)
return ¢f3*31*r*r*r*d—3lf3*fS*r*h*h—h*h*h};}
return precision(newton(fh,0.5%r,1e-7),7);

}

Y con esta funcién se calculan los resultados pedidos:

map {altura, [0.1,0.4,0.5,0.8,0.585,1.2,-1.27,
[2.4,1.3,3.1,2.5,2.6,1.9%,2.2])
err: La densidad debe ser menor a 1

Y como se puede ver se genera un error (porque dos de los datos estén
fuera de los limites permitidos). Suprimiendo esos datos se obtiene:

5],[3.4,1.3,3.1,2.5,3.86])
&, E. 225%““]

Lrl -

map{altura, [0.1,0.4,0.5, 0.8,
[1.231441, 1.125621, 3.1, 3.5c4:2

|._I.'.| L0

Que son los resultados buscados.
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4.8. EJERCICIOS

Como en el anterior tema para presentar los ejercicios en la calculado-
ra, copie las instrucciones en un editor de texto y luego, al momento de
presentar el trabajo, vuelva a copiarlos (y ejecutarlos) en la calculado-
ra, alternativamente, los problemas pueden ser resueltos también en pagi-
nas HTML y presentados en esa forma (lo que evita el trabajo de copiar y
volver a ejecutar las instrucciones).

1. Encuentre la solucidén aproximada de la siguiente funcidén, graficéndola
entre x=-5 y x=1. Luego, empleando la solucién aproximadas como valor
iniciales, encuentre una solucidén més precisa, con 9 digitos de preci-
sién, empleando el método de wegstein.

f(x)=x3+2x>+3x+4=0

2. Encuentre las soluciones aproximadas de la siguiente funcién, grafi-
candola entre x=-1 y x=2. Luego, empleando las soluciones aproximadas
como valores iniciales, encuentre soluciones més precisas, con 10 di-
gitos de precisidén, aplicando el método incremental.

f(x)=2*xx2+1—exp(x) =0

3. Encuentre los segmentos de solucidén de la siguiente funcidn grafican-
dola entre z=-10 y z=10. Luego, empleando los segmentos de solucidn
encontrados en la grafica, calcule soluciones mas precisas, con 8 di-
gitos de precisidén, con el método de la biseccidn.

f(z) =e??+22-60=0

4. Encuentre las soluciones aproximadas del siguiente sistema de ecuacio-
nes (como una funcidén de “x”), graficandola entre x=1 y x=10. Luego,
empleando valores previos a las soluciones aproximadas, el método in-
cremental y el método de Regula Falsi, encuentre soluciones mas preci-
sas, con 9 digitos de precisiédn.

2x? + 5xy-4x = 115
x+y

e 5 +x2y?-70y =15

5. Encuentre el volumen “W” que ocupa un gmol de metano, resolviendo la
siguiente ecuacidén con el método de la secante, con 9 digitos de pre-
cisidén. Encuentre el segmento de solucidén con “incrl” (se sabe que la
solucidén es mayor a 0.5 y menor a 10).

NPV Vo 8. b
T =717 v 2,V +b
%R T,

P,

1 2
F= T [1+ (0480 + 1.574w — 0.176w?)(1-/T;)]
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00 = [0(22-1)]"

213 -1
0y =——F—
b 3

T = 400K (temperatura)
P = 20atm(presion)
T, = 190.6K(temperaturacritica)
P. = 45.4atm(presidncritica)
w = 0.008(factoracéntrico)
R = 0.08206(constanteuniversaldelosgases)

6. En el disefio de un aislante, para una tuberia que transporta un fluido
caliente, se necesita conocer la temperatura a diferentes espesores
del aislante. Se ha encontrado que la diferencia de temperatura (t)
estéd relacionada con el espesor del aislante (Lc), mediante expresidn:

e t/2cosh™(et/?) = Le
2

Elabore una funcidén que reciba el espesor (Lc) de aislante (en m) y

devuelva la diferencia de temperatura (t en K) para ese espesor. La

ecuacidén debe ser resuelta con el método de Newton-Raphson (valores

iniciales 5.1, 5.2, precisidén 9 digitos). Con la funcidén elaborada en-

cuentre la temperatura para espesores iguales a: 0.01, 0.02, 0.05,
0.07, 0.08, 0.09 y 0.1 m.

7. Una fébrica de trampas para ratas, fabrica una trampa con una mandibu-
la de 9.5 cm. Se ha encontrado que la trampa puede ser armada facil-
mente si para cerrarla se requiere un torque (Tc) de 0.625 lb.pie y
que la trampa es efectiva si su momento de inercia (IQ) es de 0.0006
lb.pie.s?, se ha determinado también que el desplazamiento angular de
la mandibula (6k, la distancia angular que recorre hasta quedar com-
pletamente cerrada) es de 3.27 radianes, y la que debe recorrer hasta
tocar a la rata (0) es de 2.97 radianes. Para que la trampa se cierre,
sin que la rata tenga oportunidad de escapar, el tiempo debe ser infe-
rior a 0.025 segundos, por supuesto, mientras menor sea ese tiempo me-
nos probable es que la rata escape. La funcidén que relaciona el tiempo
con la constante del resorte es:

o=20(1 t
=—| 1-cos| |[+-
k Iy
To=T,+6, k
Elabore una funcidén que reciba como dato el tiempo “t” (en segundos)

en que debe cerrarse la trampa y devuelva la constante del resorte “k”
(en lb.pie/radianes) con la que se logra dicho tiempo. La funcidén debe
ser resuelta con el método de la Newton-Raphson (valores iniciales por
defecto, precisidén de 7 digitos). Con la funcidbn elaborada, encuentre
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el valor de la constante del resorte para valores del tiempo iguales a:
0.025, 0.0225, 0.02, 0.0175, 0.015, 0.0125 y 0.01.
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5. ECUACIONES POLINOMIALES

Si bien las ecuaciones polinomiales son también ecuaciones con una incdg-
nita y por lo tanto pueden ser resueltas con los métodos estudiados en los
temas anteriores, son una forma que se presenta con relativa frecuencia en
la resolucidén de problemas en el campo de la ciencia y la ingenieria, por lo
que existen métodos especificos para las mismas.

Dichos métodos sbélo resuelven este tipo de ecuaciones por lo que estéan
optimizados para las mismas, pero ademéds, la mayoria de ellos, permiten en-
contrar no sélo las soluciones reales sino también las imaginarias.

Con los métodos estudiados en los anteriores temas es posible encontrar
soluciones complejas, pero para ello se requiere trabajar con numeros com-
plejos, mientras que con los métodos que se estudian en este tema sdélo se
trabaja con numeros reales.

La forma general que se tomard en cuenta para trabajar con estas ecuacio-
nes es:

-1 -2
P, (x)=ayx"+a,x" ' +a,x" "+ +a,_ x+a,=0 (5.1)

AN

Donde “n” es el grado del polinomio y ao, ai, .. an son los coeficientes
del mismo (un vector).

5.1. VECTORES EN JAVASCRIPT

Dado que los coeficientes de un polinomio constituyen un vector, es nece-
sario aprender a trabajar con vectores.

Un vector (o array) es un tipo de dato que permite guardar, en una varia-
ble, dos o mé&s datos del mismo tipo. En Javascript, sin embargo, se pueden
guardar dos o més datos de cualquier tipo. Esto es posible porque las
matrices en Javascript no guardan los datos propiamente, sino sbélo punteros.

Un puntero simplemente es una direccién de memoria y como tal, puede
apuntar (tener la direccidén de memoria) de cualquier dato (incluido otro
puntero o una funcidn), esa es la razdn por la cual un vector en Javascript
aparentemente guarda diferentes tipos de datos, pero en realidad sélo
contiene punteros (los cuales pueden apuntar a diferentes tipos de datos).

Aun cuando el manejo y uso de punteros es transparente en la mayoria de
los lenguajes modernos (es decir gque se crean, actualizan y destruyen
automadticamente), es importante tener en mente (para evitar errores
inesperados) que los punteros son sélo direcciones de memoria y no él o los
datos en si.

Para comprender mejor el por qué es importante recordar que los punteros
son sb6lo direcciones de memoria escriba las siguientes instrucciones en la
calculadora Javascript:

a=[1,2,3]
5

1, 2,
b=a;
[1, 2, 3]
a.pushi4)
4
a
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Como se puede observar, se crea la variable “a” (un vector), luego se
asigna la variable “a” a la variable “b”, con lo que se esperaria se cree
una copia, sin embargo, al afiadir un elemento (el numero 4) al final del
vector “a” (con “a.push(4)”) no solo cambia el vector “a” (como se
esperaria) sino también el vector “b”. Ocurre exactamente lo mismo cuando se
modifica la variable “b”, por ejemplo si se afiade un elemento (el numero 0)
al principio del wvector “b” (con “b.unshift(0)”), lo que cambia no sdélo el
vector “b”, sino también el vector “a”:

b.unshift (0)

:':'r r—r 2r' 3r' -ﬂ:

Este comportamiento se comprende si se toma en cuenta que “a” y “b” son
punteros, es decir que “a” no contiene los numeros “1,2,3”, sino solo la
direccidén donde se encuentran dichos numeros, por lo tanto cuando “b” toma
el valor de “a”, lo que se guarda en “b” no son los numeros “1,2,3”, sino
sélo la direccidén de memoria donde se encuentran dichos nuUmeros. En
consecuencia, cualquier modificacidén a los valores de “a” o “b” es una
modificacién en esa direccidén de memoria y como ambas variables muestran
(automaticamente) el contenido de dicha direccidn, cualquier cambio hecho en
“a” es también un cambio en “b” y viceversa.

5.2. DECLARACION DE VECTORES

Como ya se vio, la forma méds sencilla de crear un vector es escribir sus
elementos entre corchetes (separados con comas), por ejemplo, con las
siguientes instrucciones se <crean tres vectores (en la calculadora
Javascript) :

a=[5.1,2.2,3.5,6.8
[5.1, 2.2, 3.5, &.8]
b:[rrarr; rrbrr; rrcrr; rrdrr]
[2, b, o, d]
c=[1,3,4,"a","hola"™, &, "mando™, 5.7, 8]
[1, 3, 4, a, hola, &, mando, 5.7, 8]

El tercer vector “c”, aparentemente contiene diferentes tipos de datos,
pero como ya se explicd en el anterior acipite, en realidad lo Unico que
contiene son punteros y como ya se dijo, los punteros pueden apuntar a
diferentes tipos de datos.

Alternativamente (y formalmente méds correcto) se pueden crear los
vectores con “new Array”:

a=new arrav(5.1,2.2,3.5,6.8)
[5.1, 2.2, 3.5, 6.8]
b=:|.ETH- Erray I: rrarr; rrbrr; "C"; rrdrr]
[2, b, o, d]
c=new hrrav(l,3,4,"a","hola", &6, "mundo™, 5.7, 8)

[1, 3, 4, a, hola, &, mando, 5.7,

Sin embargo, si se quiere crear un vector con un solo elemento numérico,
ese elemento es interpretado como la dimensidén del vector (el ntmero de
elementos del vector), por ejemplo, la instruccidn:

d=new arrav(10)
[undefined, undefined, undefined, undefined, undefined, undefined,
undefined, undefined, undefined, undefined]
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Crea un vector con 10 elementos inicialmente indefinidos (sin wvalor), no,
como se podria esperar, un vector con el numero 10.

Para crear un vector con un elemento (con este método), se crea primero
un vector vacio y luego se le asigna el valor al primer elemento:

d=new Lrrav(), d[0]=10
10

d
[10]

Como se puede ver en este ejemplo, Javascript afade automdticamente
elementos al vector en la posicidén que se le indica. Si existen elementos
sin definir entre la nueva posicién y el ultimo elemento afiadido, los
elementos intermedios quedan sin definir, por ejemplo si al vector “d” se le
afiade un elemento en la décima posicidén (recuerde que el primer indice es 0)
se obtiene:

1z

d
[10, undefined, undefined, undefined, undefined, undefined, undefined,
undefined, undefined, 12]

Con “new Array”, la declaracién de los vectores “a”, “b” y “c¢”, es:

a=new Arrav():; a[0]l=3.1l; a[l]l=2.2; a[2]=3.5; a[3]=6.8; a
[5.1, 2.2, 3.5, 6.8]
b=new Rrrav():; b[O0]="a"; E[1]="k"; k[2]="c"; k[3]="d"; Lk
[2, B, o, d]
c=new arrav(l; c[0]1=1l: c[l]=3; c[2]=4: c[3]="a"; c[4]="hola"; c[S]=6;
cle]l="mundo"; c[T7]=5; c[B8]=T7; c[9]=8; c
[1, 3, 4, a, hola, &, mando, 5, 7, 8]

Donde se ha escrito “a”, “b” y “¢”, al final de cada instruccién,
simplemente para mostrar el vector creado. Se obtiene el mismo resultado si
se especifica previamente el numero de elementos:

a=new Arrav(4); a[0]=5.1; a[l]l=2.2; a[2]=3.5; a[3]=6.8; a
[5.1, 2.2, 3.5, 6.8]
b=new Array(4); b[O0]1="a"; bB[1]="k": b[2]1="c"; E[3]="d"; b
[a, b, o, d]
c=new aArrav(l10); c[0]=1l: c[l]1=3; c[2]=4:; c[3]="a"; c[4]="hola";
c[5]1=6: c[6]l="mundo"; c[T]=3:; c[8]=T: c[29]=8: c
[1, 3, 4, a, hola, &, mando, 5, 7, 8]
Las cuatro formas de declarar vectores son equivalentes, pero desde el

punto de vista préactico la primera (escribir los elementos entre corchetes)
es la més sencilla, por lo que es la que se usa con mas frecuencia.

5.3. PROPIEDADES Y METODOS DE LOS VECTORES

Los vectores en Javascript son objetos y como tales tienen una serie de
propiedades vy métodos. En este acédpite se veradn algunas de dichas
propiedades y métodos.

La propiedad “length”, devuelve el numero de elementos del vector, asi,
para el siguiente vector:
v=[3,2,4,6,2,3,1,7]
[3, 2, 4, & 2, 3, 1, 7]
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Que tiene 8 elementos, la propiedad “length” devuelve dicho numero:

v.length

El método “concat(al,a2,.)” une los elementos de una, dos o mas matrices
a los elementos de la matriz desde la cual se llama al método. Por ejemplo,
si se crean las siguientes matrices:

a=[1,2,3,4]
(1, 2, 3, 4]

b=[5,86,7]
[3, &, T]

c=[8,9,10]
[B, 9, 10]

Y se quiere unir los elementos de las matrices “b” y “c¢” a la matriz “a”,
se escribe:

d=a.concat (b, c)

- - - -
(1, 2, %, 4, 5, & 7,

[k}

r 5, 10]

Con lo que se crea un nuevo vector, que en este ejemplo ha sido guardado
en la variable “d”. El vector original “a”, desde el cual se llama al método
“concat”, no es modificado:

a

[1, 2, 3, 4]

El método “join(s)”, devuelve una cadena (un string) con los elementos
del vector desde el cual se llama al método. Para separar los elementos
“Join” emplea la cadena de caracteres “s”. Por ejemplo, con la siguiente
instruccidédn se crea una cadena de caracteres con los elementos del vector
“d” separados con una coma y un espacio %, “:

g=d.join(", ™)

i, 2, 3, 4, 5, &, 7, &, 3, 10

El método “push(el,e2,..)” afiade él o los elementos “el”, “e2”,.., al final
del vector desde el cual se llama al método. El método devuelve el nuevo
numero de elementos del vector. Por ejemplo, dado el vector:

La siguiente instruccidén afiade 6 elementos al final del mismo:

x.push(7,8,9,10,11,12)

L

Y como se puede ver devuelve el nUmero 12, que es el nuevo nUmero de
elementos del vector:

x
(1, 2, 3, 4, 5, &, 7, 8, 9, 10, 11, 12}

El método “pop()”, remueve el uUltimo elemento del vector, devolviendo el
elemento removido. Por ejemplo, la siguiente instruccién quita el wltimo
elemento (el numero 12) de la matriz “x”

Xx.pop ()

1z

Con lo que ahora los elementos del vector “x” son:
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El método “shift()” es similar a “pop”, sbélo que en lugar de remover el
altimo elemento del vector, remueve el primero, por ejemplo, aplicando este
método a la matriz “x”, se obtiene:

x.z2hiftc()

Con lo que el vector “x” queda con los elementos:

=

2, 3, &4 5, &, 7, 8, 5, 10,

El método “unshift(el,e2,.)” hace lo contrario que “shift”, es decir
afiade é1 o los elementos “el”, “e2”,.., al principio del vector y devuelve el
nuevo numero de elementos. Por ejemplo con la siguiente instruccidén se
afiaden los elementos -3, -2, -1, 0 y 1 al principio del vector “x”:

X.unshifc(-3,-2,-1,0,1)
15
x
:_Er —2, _;r jr ;r 2, Er gr 5r Er Tr Er 9r ;gr
El método “slice(i,f)” crea un nuevo vector con los elementos existentes
entre el indice “i” y el indice “f” (sin incluir este ultimo). Si no se
especifica “f” el vector se crea con todos los elementos del vector a partir
de “i”. Por ejemplo, dado el siguiente vector:

v=[1,2,3,4,5,6]
[, 2, 3, 4, 5, 6]

La siguiente instruccidén crea el vector “u” con los elementos de “v” que
se encuentra entre la posicidén 2 (el segundo elemento) y 5 (el ultimo ele-
mento, sin incluir dicho elemento) :

u=v.3lice(l,3)
[y 3, 4, 5]

La siguiente instruccidén crea el vector “w” con los elementos comprendi-
dos entre el elemento 3 (el cuarto) y el ultimo:

w=v.3lice {3}
[4, 5, 6]

Cuando el indice es negativo, se crea un vector con ese numero de elemen-
tos extraidos contando desde el Ultimo, por ejemplo, la siguiente instruc-
cidén crea el vector “r” con los dos ultimos elementos del vector “wv”:

r=v.3lice (-2}
[5, €]

El método “slice” no modifica la matriz original:

El método ‘“splice(i,n,el,e2,e3,..)”, remueve, inserta vy/o reemplaza
elementos en la matriz a partir del indice (posicidén) “i”. Cuando se extraen
elementos “n” especifica el nuUmero de elementos a extraer, los cuales son
devueltos por el método. Cuando se insertan elementos (n=0) “el,e2,e3,..” son
los elementos a insertar. Cuando se reemplazan elementos (n igual al numero
de elementos a reemplazar) “el,e2,e3”,.”, son los elementos que reemplazan a
los “n” elementos que se extraen (los cuales son devueltos por el método).
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Por ejemplo la siguiente instruccidén inserta los numeros 8, 9, 10 y 11,
en la quinta posicién (indice 4) de la matriz “v”:

v.3plice(4,0,8,9,10,11)

Mientras que la siguiente remueve tres elementos a partir de la cuarta
posicién (los numeros 4, 8 y 9):

v.3plice (3, 3)
[4, 8, 9]
v
[, 2, 3, 10, 11, 5, &]

Y la siguiente reemplaza los numeros 10 y 11 por 20 y 30:

v.3plice(3,2,20,30)
[10, 11]

Al igual que “slice”, si el indice es negativo las posiciones se cuentan
comenzando del Gltimo elemento (que viene a ser el elemento -1) hacia atrés,
por ejemplo, si el vector es:

v=[1l,2,3,4,5,&,7,8,9,10]

L, 2, 3, 4, 5, & 7, &, 9, 10]

La siguiente instruccidén extrae los elementos 5, 6, 7 y 8
v.3plice (-&,4)

[S, € 7, &
W

1, 2, 3, 4, %, 10]

Y la siguiente los vuelve a insertar:

v.3plice{-2,0,5,&,7,8)

1

v
1, 2, 3, 4, 5, & 7, &, %, 10]

El método “sort(f)” ordena los elementos del vector desde el cual se
llama al método, el parametro “f”, que es una funcidén, es opcional. Por
defecto los elementos son ordenados ascendentemente tratédndolos como texto.

Por ejemplo, dado el siguiente vector:
a=["x","a","r", "b", "z", "c"]
[%x, &, &, b, 2, C]
Al llamar al método “sort” se obtiene:

a.3crt ()
[a;, b, c, r, X, E]

No obstante si el vector es numérico, como el siguiente:

b=[10,2,4,20,5,6,40,70,9]
(10, 2, 4, 20, 5, &, 40, 70, 9]

Al llamar al método “sort” se obtiene:

b.acrt()
[io0, 2, 20, 4, 40, 5, &, 70, 9]
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Que no es el orden correcto. Esto se debe a que “sort”, como se dijo,
trata los elementos como texto (no como numeros). En estos casos, para
obtener el orden correcto, se debe mandar también la funcidén “f£7,
normalmente una funcidén literal que recibe dos pardmetros y devuelve un
valor positivo cuando el primer pardmetro es mayor al segundo, cero si son
iguales y negativo si el primer pardmetro es menor que el segundo. Asi en el
caso de los numeros la funcidén simplemente tiene que devolver la resta de
los mismos, pues la resta es positiva (mayor a cero) cuando el primer numero
es mayor que el segundo, es cero si son iguales y es negativa si el primer
numero es menor al segundo:

b.acrt{functicn(x, y) {return x-v:})
[, 4, s, &, 9, 10, 20, 40, 70]

Es importante tomar en cuenta que “sort” no devuelve un nuevo vector
ordenado, sino que modifica el vector original:

b.zort{function(x,y) {return x-y:})
[2, 4, 5, & 9, 10, 20, 40, 70]

Para ordenar el vector en orden inverso (descendente) simplemente se
cambia el orden de la resta en la funciébn:

b.acrt{functicn(x, v) {return v-x;1})
[70, 40, 20, 10, %, &, 5, 4, 2]

Sin embargo si lo que se quiere es invertir el orden en que se encuentran
los elementos (no ordenarlos), se debe emplear el método “reverse()”, asi
para invertir los elementos del vector:

c=[8,1,20,4,8,54,12,9,20]
(g, 1, 20, 4, 8, 54, 12, 9, 20]

Se escribe:

c.reverse()
[2o0, 9, 12, 54, &, 4, 20, 1, B8]

Al igual que “sort”, “reverse” no devuelve un nuevo vector, sino que
cambia el orden del vector original:
[20, 9, 12, 54, &8, 4, 20, 1, B8]

Si bien no todas estos métodos se emplean intensivamente en los progra-
mas, es conveniente conocerlos para poder emplearlos cuando sea conveniente.

5.4. ECUACION CUADRATICA
La ecuacidn cuadratica es la ecuacién polinomial més sencilla que existe:
a,x’+ a, x+ a,=0 (5.2)

Y como se sabe, sus soluciones pueden ser encontradas con la expresidn:

X|,= (5.3)

El tipo de resultados que se obtiene depende del valor de la expresidn
contenida en la raiz cuadrada, conocida como discriminante: a) Si es positi-
va se tienen dos soluciones reales, b) Si es cero las dos soluciones son
iguales y c) Si es negativa las dos soluciones son complejas (un par conju-
gado) .
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El algoritmo que resuelve esta ecuacidén, considerando esos casos, es:

Jcuad: Resolucion de la ecuacion
agé+a;x+a,=0

a: Vector con los coeficientes
de la ecuacion.

ry = (-a-e)/(2ay)

r; = (-a,+e)/(2a,)

A\

Donde i” (en cursiva) hace referencia al valor imaginario. E1 cdédigo
respectivo (afladido a la libreria “mat205.js”):
function cuad{a) {
var d,r,rl,r2,i;
d=af[l]*a[l]-4%a[0]*a[Z]:

ir (d=0) {
var e=zsqgrt(d): ri=(-a[l]-e)/f{(2%*a[0]): 2=(-a[l]l+e) f(2%a[0]) :}
else {
r=-a[l]/(2%a[0]):
if (d«=0} {
i==zgrt(-d) f(2%a[0]) ;rl=new Complex({r,i) ;r2=new Complex(r,-i):}
elsa {
rl=ri2=r;
¥
}

return [rl,r2]:
}

Observe que para crear nuUmeros complejos se ha empleado la instruccidn
“new Complex (parte real, parte imaginaria)”, este nuevo tipo de dato (en
realidad un objeto) ha sido afiadido también a la libreria “mat205.3s”, vy
consta de dos propiedades (datos): la parte real “r” y la parte imaginaria
“i”. Este objeto tiene ademéds muchas otras funciones que se irdn presentando
segln se requiera.

Para probar el programa se resuelven las siguientes ecuaciones:
2
x —10x+21=0

¥ —14x+ 49=0
X+ 2x+3=0



ECUACIONES POLINOMIALES - 89 -

cuad([1,-10,217)
[3, 7]
cuad([1,-14,49])
[7, 71
cuad([1,2,31)
[-1+1.4142135623730951i, -1-1.41421356237308511i]

Tanto en la consola de Google Chrome como en la de Mozilla Firefox los
resultados complejos se muestran de forma diferente.

5.5. ECUACION CUBICA (METODO DE CARDANO)

La ecuacidén cubica es otra de las ecuaciones polinomiales que aparece
frecuentemente en la solucidén de problemas en el campo de la ingenieria vy
que puede ser resuelta con métodos directos:

3 2 —
a,x’+a, x+a,x+a,=0 (5.4)

La solucidén de este tipo de ecuaciones fue propuesta por primera vez por
Cardano (en 1545), razdbén por la cual se la conoce también como el método de
Cardano. En este método la ecuacidn (54) debe ser llevada primero a la for-
ma:

X+ a, X+ a,x+ a,=0 (5.3)

Lo que se consigue simplemente dividiendo todos los coeficientes entre el
primero (a,), luego, con estos nuevos coeficientes, se calculan los siguien-

tes pardmetros:

2
p=20"% (5.6)
9
54

S=VR+\0+ R (5-8)
T=VR-JQ'+ R’ 59

Y con estos pardmetros se calculan las tres soluciones:

x]=S+T—%a1 (5.10)

v=—(s+7)=La+ Ly3(s-7) (5.11)
2 3702

x2=—l(S+ T)—la —l\/——3(S—T) (5.12)
2 372

En este método, la suma “Q°+R?”, constituye el discriminante: a) Si es po-
sitivo una de las soluciones es real (x1) y las otras dos imaginarias (x2 y
x3); b) Si es negativo, las tres soluciones son reales y distintas y c) Si
es cero todas de las soluciones son reales y dos de ellas (x2 y X3) son
iguales.

Debido a errores de redondeo, el discriminante casi nunca es exactamente
cero, sino sélo aproximadamente y esta situacidén debe ser tomada en cuenta
al momento de elaborar el programa.



_90_

El algoritmo que automatiza el cdlculo es el siguiente:

_cub: Raices de la ecuacion:
a;C+aéragx+a=0

recibir a
1

{_ desde i=1hasta 3 >7

Q=(3a2-a12)/9

- { Vector con los ooeﬁcientesﬁ

R=(9a15-27a3-2a:°)/54
C )

<q=Q3; =R d=q+r>

[9=0 o |-g/r-1|<1e-12]
X [d<0]

N N
G=d1/’; S=(R+n"; T=(R-r 1@ @d%; S=(R+n'?; T=(R—r)1@ mﬂﬁ
N N L

r=S+T-a:/3

r=-(S+T)/2-a+/3 ri=S+T-a4/3

r=-(S+T)/2-a1/3

q=(S-T)*@3)""/2

devolver [ry,r+qi,r-qi]

q=(S-T)*(-3)""/2

L

61 =8+T-a,/3; r=r+q; r3=r—cD devolver [ry,r3,r]

r2=r3='8'a1/3

devolver [r,,r3r4]

@K
Y el cébdigo respectivo (afiadido a la libreria “mat205.3s”) es:

function cub(a) {
var i,Q,R,5,T,d,rl,xr2,r3,g,r;
for (i=1:;i<4:iH+){al[i]l/=al0]1:}
Q=(3*a[2]-a[l]l*a[l1])/S:
R=(o%a[l]*a[2]-27%a[3]-2%a[l]*a[l]*a[1])/54:
g=R*0*0: r=R*R; d=g+r;
if (g=0 || abs(-gfr-1)<le-12) {
S=T=cbrt (R} ; rl=54+4T-a[l]l/3; rZ=r3=-5-a[ll/3:
return [precision(r?) precizsion({r3) precision{rl)]:}
else if (d<0} {
r=sqrt{d) ; S=cbrt{add{(R,r})); T=cbhbrt(sub{(R,r)}
r=—add (div{add(S,T) ,2) ,a[l1l]1/3):
g=div(mual {(sub{5,T) ,sqrt{-3)),2)
rl=sub{add(5,T) ,a[l1]/3):; rZ2=add(r,q): r3=sub(r,q):
return [precision(rl) ,precision({r3) precision{rl)] }
el=ze {

Hernan Pefiaranda V.
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r=zgrt{d) ; S=cbrt(B+r); T=cbrt(R-r):

r1=54T-a[1]/3; r=-(54T)/f2-a[l]1/3; g=(S5-T)*=grt(3)/2:
rZ2=new Complex(r,dq): ri=new Complex{r,-gj):

return [precision(rl)  precizsion({r?) precizion{r3)]:}

}

Para probar el programa se resolverdn las siguientes ecuaciones cubicas
(en la calculadora):

o4 2x7+ 3x+4=0

3+ Tx+9=0

X —6x*+ 11x—6=0
X’ —22x°+ 145x—300=0
X+ 21x7+ 147+ 343=0

cub([1,2,3,4])
[-1.65062919143039, -0.174685404280306+1.54686888723141,
-0.174685404280306-1.24686888723144]
ceub ([1,32,7,9])
[-1.847707588130857, -0.5T761462000830217+2.130482604706661,
-0.5761462000830217-2.130482604706664]
cub([1,-6,11,-6])
[1, 2, 3]
cub ([1,-22,145,-300])
[3, 3, 12]
cub ([1,21,147,343])
[-7, -7, -T]

5.6. METODO DE NEWTON-RAPHSON

Como se dijo, los métodos estudiados en los anteriores temas pueden ser
empleados también para encontrar las soluciones de ecuaciones polinomiales,
siendo particularmente Gtil el método de Newton-Raphson pues tanto el valor
de la funcién, como el de su derivada, pueden ser calculadas por divisién
sintética.

5.6.1. Divisién sintética

Si se quiere calcular el valor del siguiente polinomio y el de su deriva-
da para “x” igual a 1.2:

P,(x)=x’+x*-3x-3=0

Se divide el polinomio entre “x-2” y (para obtener su derivada) el co-
ciente resultante se vuelve a dividir entre “x-2":

x=2 1 1 -3 -3
2 6 6
1 3 3 3

2 10

1 5 13

El residuo de la primera divisién (3) es el valor de la funcidén para
“x=2" 'y el residuo de la segunda divisién (13) es el valor de la derivada
primera de la funcidén para “x=2".
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Como se puede deducir facilmente de este ejemplo, si “a” son los coefi-
cientes del polinomio original “n” el grado del polinomio y “b” los coefi-
cientes resultantes de la divisidén sintética, dichos coeficientes se calcu-
lan con:

by=ay (5.13)
b=a+b._ x, [i=1>n

Puesto que en ocasiones puede ser util el polinomio resultante (“b”), re-
sulta conveniente contar con una funcidén para este fin, siendo el algoritmo
para llevar a cabo esta tarea el siguiente:

---4 divsin1: Division sintética |

n N° de elementos en a

=

desde i=1 hasta n- 1

Cuyo cbédigo (afiadido a la unidad “mat205.js”) es:

a: Coeficientes del polinomio .
x1: Divisor (divisor: x-x1=0)

finction div=inl {a,x1) {
var n=a.length, b=new Arrav{n}):
bI0]=a[0]/
for (var i=1:i<n;i++) bl[i]l=add{a[i] mul{b[i-1] ,=x1}}:
rekturn b;

}

Observe que en esta funcidén se han empleado las funciones “add” y “mul”
en lugar de los operadores “+”7 y “*”, para que sea capaz de operar con nume-
ros complejos (las funciones “add”, “sub”, “mul” y “div” son los equivalen-
tes a los operadores aritméticos “+7, “-7, “Wx7, y “/7”, 6 sbélo que operan tanto
con numeros reales como complejos.

Para probar el programa se realiza la divisidén sintética del ejemplo ma-
nual:

a=[1,1,-3,-3]1; b=divzinlia, 2)
[1, 3, 3, 3]
div=zinl (b.=2lice(0,3),2)
[1, 3, 13]
Que son los mismos resultados del ejemplo.

Como otro ejemplo, se calcula el valor del siguiente polinomio, el de su
derivada y el polinomio residual para “x” igual a 3.1:

Py(x)=7-x"+3-x’ -8 x*+3-x-9=0
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a=[7,0,3,-8,0,0,3,-9]; b=div=inlia,3.1)
[7, 21.7, T70.27, 209.837, 650.4947, 2016.53357, 6254.254067000001,
183708.1876077]

div=inl(b.slice(d,8),3.1)
[7, 43.4, 204.81, 844.748, 3269.2135, 121:51.09342]

En consecuencia el wvalor del ©polinomio para “x” igual 3.1 es:
19379.1876077, el valor de la derivada primera (para el mismo valor de “x”)
es: 43922.649869. Y el polinomio residual, los coeficientes del vector “b”
sin el residuo, es:

7 x5+ 21.7xX°+ 70.27 x*+ 209.837 x*+ 650.4947 x*+ 2016.53357 x+ 6254.254067000001 =0

Una vez repasado el proceso de divisidén sintética se pasa a modificar el
algoritmo de Newton Raphson para el caso especifico de las ecuaciones poli-
nomiales.

5.6.2. Algoritmo y cédigo

El método de Newton—-Raphson en si no cambia, sélo lo hace la forma en que
se calculan el valor de la funcidén y el de su derivada (por divisidén sinté-
tica).

Ademéds, como en el método de Newton-Raphson no se requiren los polinomios
residuales, no se guardan dichos valores, por lo que el proceso de divisidn
sintética se modifica en este sentido.

El algoritmo, con las consideraciones antes mencionadas, es:

________ newtonp: Método de Newton-Raphson
I para ecuaciones polinomiales.

< recibir a, x1. err. l >\ a: Coeficientes del polinomio .

~<_ [x1: Valor inicial asumido (v.d.=1.1)
Jerr: Error permitido (v.d.=1e-9)
(n = N° de elementos en &, c=1 > li: Limite de iteraciones (v.d.=30)

e

%

{ f=ay,; df=0 )

%

%\ desde i=1 hasta n )
1
(i=i+1 (df=f+df*x1;f=ai+f*x1>

[If<err]

< Xy =X4-f,/df ) ( devol@
[else] }& [[x1/x2-1|<err]

[c=li] Limite de
| iteraciones
! alcanzado.

]
generar error ) < devolver X, )

@

Siendo el cdédigo respectivo, afiadido a la unidad “mat205.3js”:
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Ffunction newtonp{a,xl,err,l1i} {
var i,f,df . x2,.c,.n;

if (1 = null) {x1=1.1:}
if (err = null) {err=le-5:}
if (1i =— null} {1i=30:}

n=a.length; c=1;
while (true) {
f=a[0] rdf=0:
for({i=1l;i<n;it++){
df=add{f ,mul (df ,x1}) ) ;f=add(a[i] ,ml (£, =x1)}}
if {(ab=s(f)y<err) {returm x1:}
xZ2=sub(x1,div{(f,df))
if (abs({sub{div({xl,x2) 1))<err) {returm =x2;}
if {c++ =— 1li) throw new Error{"newtonp no converge, x=="+x2});
®l=x2;

}

Observe que las operaciones se llevan a cabo con las funciones que traba-
jan con numeros complejos, razdén por la cual esta versidn del método puede
encontrar soluciones tanto reales como complejas, sin embargo, al igual que
el método original, requiere valores asumidos para comenzar el proceso ite-
rativo.

Por ejemplo, para encontrar las soluciones de la ecuacidén cubica:
2
P(x)=x*+2x*+3x+4=0

Que al ser de tercer grado tiene 3 soluciones, sin embargo sdélo una de
ellas es real (tal como se puede verificar con la grafica de la funcidn):

f=function(x) {return x¥x¥x+2¥x¥x+3vx+d;}; y=function(x) {return 0;};

plot([£,y],-10,10)
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200 S

0
-200 ~

-400 ~
-600
-800 ~

-10 -E 6 é 10

Primero se encuentra esta solucidén empleando un valor inicial obtenido de
la gréafica:

precision{newtonp([1,2,3,4],-1.3),9)
-1.63062591%9
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Siendo esta la solucidén real (con la precisidén por defecto, 9 digitos).
Ahora se pueden encontrar la segunda solucidédn (que es compleja) y para ello
se debe asumir un valor inicial complejo. Para crear un numero complejo se
emplea la instruccién “new Complex(parte real,parte imaginaria)”, en este
caso, al no contar con ningin valor préximo a la solucidn, se asume un valor
cualquiera, por ejemplo “1.1+1.1i”:

precision(newtonp([1,2,3,4],new Complex(1.1,1.1})}),9)
-0.174685404+1.546868801

Esta es la segunda, de las tres soluciones, del polinomio (con los 9 di-
gitos de precisidén por defecto), pero dado que las soluciones complejas
siempre vienen en pares conjugados, no es necesario calcular la tercera,
pues simplemente es el par conjugado de la segunda solucién, es decir que la
tercera solucién es:

ans.conj ()
-0.174683404-1. 546868801

5.7. METODO DE BAIRSTOW

Como ya se vio en el anterior tema, el método de Newton permite encontrar
las soluciones reales y complejas de una ecuacidén polinomial, sin embargo,
en dicho proceso se realizan operaciones con ntmeros complejos. El método de
Bairstow permite evitar estas operaciones al calcularlas de 2 en 2 con la
ecuacidédn cuadréatica.

Con ese fin, se divide el polinomio entre una ecuacidén de segundo grado
(x?-rx-s), haciendo variar los coeficientes “r” y “s” hasta que el residuo
es cero (o casi cero), es decir hasta que se cumple que:

”

P,(x)
2
2"—=Qn_2(x)-(x —r-x—s)=0 (5.14)
X —r-x—s§
Donde “Qn-2” es el polinomio residual (de grado n-2). Entonces, para cal-

cular dos de las soluciones, se resuelve la ecuacidén de segundo grado.

Tanto en el método de Bairstow como en el método de Newton, se puede con-
tinuar el proceso con el polinomio residual calculando otras dos soluciones
(u otra solucidén en el caso de Newton) y continuar asi hasta que el grado
del polinomio residual sea menor a 4 (en cuyo caso las soluciones se calcu-
lan con la ecuacidédn cuadrdtica o cubica, segun corresponda). Sin embargo,
este procedimiento requiere que las soluciones sean exactas, pues de lo con-
trario el error del primer proceso se propaga al segundo, y asi sucesivamen-
te, dando lugar a soluciones errdbneas.

La relacidén entre los valores iniciales asumidos (x1 y X2) y la ecuacidn
cuadréatica x°-rx-s, se puede deducir facilmente de la igualdad:

(x—xl)~(x—x2)=x2—r-x—s
2 2
X _(.x1+ xz)x+ xl'.xZ:x —r-XxX—S
En consecuencia se cumple que:
r=x,+Xx,
(5.15)
S=—X,"X,

Para llevar a cabo la divisidén (ecuacidén 514), el método més eficiente
es, una vez mas, el de la divisidén sintética, por lo que primero se repasa
dicho procedimiento.
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5.7.1. Divisién sintética de segundo orden

En la divisidén sintética de segundo grado se divide el polinomio entre la
ecuacidédn cuadratica: x?-rx-s=0, es decir que los divisores son los valores
de \\r// y \\S//

Para recordar el procedimiento se dividird el siguiente polinomio entre
x2+x+1, o x*-(-1)x-(-1), por lo tanto los divisores son r=-1 y s=-1):

P,(x)=x*-1.1-x’+2.3-x°+ 0.5-x+ 3.3=0

~ | —11 23 05 33
r:_} ~10 21 -34 08
== 1.0 21 -34

1 21 34 08 07

Si se denomina “b” a los coeficientes resultantes de la primera divisidn,
entonces el residuo es: bn{(x—r)+bn, donde “n” es el grado del polinomio.

Con los resultados del ejemplo el residuo es: -0.8*(x-1)+0.7 = -0.8*x-0.1.

Una segunda divisién sintética permite calcular las derivadas parciales
de la funcidén con relacidén a los coeficientes “r” y “s” (estos valores son
de utilidad en el método de Bairstow) :

~ 1 21 34 -08
r=-1 1.0 31 -55
== 1.0 3.1

1 31 55 -32

Si se denomina “c¢” a los coeficientes resultantes de esta segunda divi-

sién se cumple que: 9bs3/dr = c, = 5.5; 9bs3/ds = ¢1 = -3.1 y en general:
ob.
=c.
ar i—1
(5.106)
ob,
Os =Ci

Analizando las operaciones realizadas, se deducen facilmente las ecuacio-
nes generales para el cdlculo de los coeficientes “b”:
b,=a,
b=a,+b,r (5.17)
b=a+b, ,r+b, ,s [i=2>n
Donde “n” es el grado del polinomio, siendo el residuo de la divisidn:

residuo=b, (x—r)+b,=b,  -x+ (bn—bnfl-r (5.18)

El algoritmo que automatiza el proceso de divisidén sintética se presenta
en la siguiente pagina y el cdbédigo respectivo, afiadido a la libreria
“mat205.js”, es:

function divsin2{a,r,.=s) {

var n=a.length,b=new Array{n):;

b[0]1=a[01: bl[ll=add(a[1],mul(b[0],T)):

for (var i=2:i<mn;i++) |
b[il=add{a[i],add {mel {b[i-1],r) ,mul{b[i-21,=))) :}
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___divsin2: Division sintética ﬁ
de segundo érden.
recibira, r, s la: Coeficientes del polinomio .
— r,s: Divisores (divisor: x*rx-s=0)
<ﬁ=N°deebmeMosena>
4444444%<:desdei=2 hagar}1:>44444444447

bi = aitbiy*r+bio*s

devolver b

return b;

}

Que, como se puede observar, ha sido implementado de manera que pueda
trabajar con numeros complejos.

Haciendo la prueba con los datos del ejemplo manual (redondeando los re-
sultado al décimo quinto digito después del punto) se obtiene:

b=round (divsin2([1,-1.1,2.3,0.5,3.3],-1,-1),15)
[1, -2.1, 3.4, -0.8, 0.7]

Que son los resultados obtenidos en el ejemplo.

Tomando los primeros “n-1” elementos del vector resultante (de “b”) se
puede llevar a cabo una segunda divisidén sintética:

c=round (div=inZ (b.=2lice(0,4),-1,-1),13)
[1, -3.1, 5.3, -3.2]

Que, una vez mas, son los resultados obtenidos en el ejemplo manual.

Habiendo repasado el procedimiento para realizar la divisidn sintética de
segundo grado, se continua con el desarrollo del método.

5.7.2. Ecuaciones del método de Bairstow

Para que la ecuacidén (5.14) se cumpla, el residuo de la divisidn (ecua-
cidén 5.18) debe ser cero. Ello se puede lograr expandiendo los coeficientes
“bn” y “bn1” en series de Taylor, como funciones de los coeficientes “r” y

N,
ISR

0
b, (r+Ar,s+AS|=b, [(r, s)+ aa—r(bnfl(r,s))A r+a(bn,l(r, s))A s+ -+ 00=0

bn(r+ Ar,s+ A S)an(r, s)+ %(bn(r, s))A r+ a—ﬁs(bn(r,s))A s+ -+ 00=0

w ”

Donde Ar y As son los valores que deben sumarse a “r” y “s” para que tan-
to “b,” como “b,.;” sean cero. Por supuesto, no es posible en la practica re-
solver este sistema (que es méds complejo inclusive que el ©problema
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original), por eso sbdlo se toman los términos de primer orden con lo que el
sistema queda en la forma:

abn—l abn—l
b, + Ar+ As=
or os (5.19)
b+ab"A +ab”A =0
" or d 0s 5=

Las derivadas parciales de este sistema son los coeficientes resultantes
de la segunda divisidén sintética.

Reemplazando las igualdades de la ecuacién (5.16), en la ecuacidn (5.19),
se obtiene:

c,,Ar+c, ;As=—b, _,

(5.20)
c, Ar+c, ,As=—Db,

Que es un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incdégnitas (Ar y As),
cuya solucidn es:

A bn.cn—S bn—l'cn—2
r= 5 ]
cn72_cn71 cn73 (5 21)
Asz_b” c,_"Ar
Cn—z
Al sumar estos valores a “r” y “s” no se consigue que “bp1” y “bn,” sean

cero, pues al haber truncado la serie de Taylor en los términos de primer
orden, los valores de “Ar” y “As” son solo aproximados. Por eso el calculo
de los valores de “r” y “s” es iterativo, es decir, partiendo de valores
iniciales asumidos, se calculan nuevos valores de “r” y %“s” (r=r+Ar vy
s=s+As) hasta que los valores de “bn1” y “bn” sean casi cero o hasta que los
valores de “r” y “s”, de dos iteraciones consecutivas, sean casi iguales.

Para comprender mejor el procedimiento, se encontraradn dos de la solucio-
nes de la siguiente ecuacidén con 7 digitos de precisiédn.

P,(x)=x*-1.1'x’+ 2.3-x°+ 0.5-x+ 3.3=0

Dado que es méas facil asumir valores iniciales para las soluciones, que
para los coeficientes de la ecuacidn cuadradtica (“r” y “s”), se asumiradn di-
chos valores y los coeficientes “r” y “s” se calcularidn con la ecuacidn
(5.15).

Los valores asumidos son: x1=0.1+0.11i y x2=0.1-0.1i, en consecuencia los
valores de “r” y “s” (calculados con operadores complejos, en la consola de
Chrome) son:

¥» ¥l=new Complex{®.1,8.1); x2=xl.conj{); r=add{xl,x2); s=neg(mul{xl,x2));
precision{[r,s],7)
[e.2, -@.82]

El vector de coeficientes y el grado del polinomio son:

» a=[1,-1.1,2.3,8.5,3.3]; n=a.length-1
4

”

Con estos valores se calculan los valores de “b” y “c¢” por divisidbn sin-
tética y se muestran los valores de “b” para verificar si los valores de
“bn-1” y “bn” se van aproximando a cero:
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¥ b=divsin2(a,r,s); c=divsin2({b.slice(®,n),r,s); precision(b,7)
[1, -8.9, 2.1, ©.938, 3.4458]

Como era de esperar, al ser la primera iteracidén, los wvalores estén aun
lejos de cero, por lo que el proceso continua con el célculo de los nuevos
valores de “r” y “s”

¥ dr={b[n]*c[n-3]-b[n-1]*¥c[n-2])/{sqr{c[n-2])}-c[n-1]*¥c[n-3])}; ds={-b[n]-c[n-
1]*dr)fc[n-2]; r+=dr} s+=ds; precision{([r,s]1,7)
[-8.7888425, -1.174484]

Como también era de esperar, los nuevos valores de “r” y “s” no son igua-
les a los anteriores, por lo que se realiza otra iteracidn.

¥ b=divsin2(a,r,s); c=divsin2(b.slice(®,n),r,s); precision(b,7)
[1, -l.8@8@8843, 2.385783, B.943883, -8.1625362]

» dr={b[n]*¥c[n-3]-b[n-11*c[n-2]1)/{(sqr{c[n-2]1)-c[n-1]*c[n-3]1); ds={(-b[n]-c[n-
1]*dr)fc[n-2]; r+=dr; s+=ds; precision{([r,s]1,7)
[-8.8798293, -1.889829]

Una vez méas, ni los wvalores de “bn-1” y “bn” son cercanos a cero, ni los
nuevos valores de “r” y “s” son iguales a los anteriores, por lo que el pro-
ceso se repite hasta que se cumpla una de las condiciones (o las dos):

» b=divsin2{a,r,s); c=divsin2(b.slice(@,n),r,s)}; precision{h,7)
[1, -1.979823, 3.832883, -0.1684267, B.3863817]

¥ de=(b[n]*c[n-3]-b[n-1]*c[n-2]}/{sgqr{c[n-2])-c[n-1]*c[n-3])}; ds=(-b[n]-c[n-
1]#*dr}fc[n-2]; r+=drj s+=ds; precision([r,s],7)
[-e.89996829, -1.188583]

¥ b=divsin2(a,r,s); c=divsin2(b.slice(®,n),r,s); precision(b,7)
[1, -1.9999683, 2.999135, 8.882128613, -8.882713253]

¥ de=(b[n]*c[n-3]-b[n-1]*c[n-2]}/{sgqr{c[n-2])-c[n-1]*c[n-3])}; ds=(-b[n]-c[n-
1]*dr}fc[n-2]; r+=dr; s+=ds; precision([r,s],7)
[-8.8999999, -1.1]

» b=divsin2{a,r,s); c=divsinZ(b.slice(@,n),r,s)}; precisioni(b,7)
[1, -2, 3, -1.4886509e-7, B.343186e-7]

¥ dr={b[n]*c[n-3]-b[n-1]1¥c[n-2]}/{sgr{c[n-2])-c[n-1]1*c[n-3]); ds=(-b[n]-c[n-
1]*dr)fc[n-2]; r+=dr; s+=ds; precision{([r,s]1,7)
[-8.9, -1.1]

» b=divsin2{a,r,s); c=divsinZ(b.slice(@,n),r,s)}; precisioni(b,7)
[1, -2, 3, 3.552714e-15, -4.485381e-14]

» dr={b[n]*¥c[n-3]-b[n-11*c[n-2]1)/{(sqr{c[n-2]1)-c[n-1]*c[n-3]1); ds={(-b[n]-c[n-
1]*dr}fc[n-2]; r+=dr; s+=ds; precision([r,s],7)
[-e.9, -1.1]

En esta UGltima iteracidén se cumplen las dos condiciones: los valores de
bn-1 v bn son cercanos a cero (tienen 14 y 13 ceros respectivamente) y los
nuevos valores de “r” y “s” son iguales a los anteriores (en los 7 digitos
con los gue se muestran los resultados), en consecuencia el proceso concluye
habiéndose encontrado los valores “r” y “s” con los cuales se cumple la
ecuacién (5.14).

Ahora con estos valores y la ecuacidn cuadratica, se pueden calcular dos
de las soluciones:

¥ cuad([1,-r,-5])

[¥ Complex » Y Complex 1

i: 8.3473647668748289 i: -8.2473647668745289
ri -8.44999999999399935 ri -8.44999999999339995
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Que con 7 digitos de precisidn es:

¥ precision({cuad{[1,-r,-5]},7)

[T Complex » T Complex ]
i: @.9473648 i: -8.9473648
r: -8.45 r: -8.45

5.7.3. Algoritmo y cédigo

Como se ha visto en el ejemplo manual, en el método de Bairstow sdélo se
emplean los dos Gltimos elementos de la primera divisidén sintética (el resi-
duo) y los tres ultimos elementos de la segunda (las derivadas parciales),
por lo que en realidad no es necesario guardar los otros elementos. Ese as-
pecto se ha tomado en cuenta en el siguiente algoritmo, donde sdélo se guar-
dan dichos valores.

3 --------- {bairs: Método de Bairstow ﬁ

- - : ficient | polinomio.
(re(:lblr a, x1, x2, err,ll>\ a Coe clentes del po omio
s |X1,X2: Valores iniciales asumidos

N} (v.d. 1.1, 2.1).
< n =N° de elementos en a ) err.  Error permitido(v.d. 1e-9).
li: Limite de iteraciones (v.d.

< k=1; r=x1+x2; s=-x1"x2 ) 100).

K|

N VPR
5 b1=a0; b=ar+b1"r; o=bT; c @

+(" desde i=2 hasta n-1 >7

( c0=c1; c1=c; c=b+c1*r+cO*s>
J
@(bo=b1; b1=b; b=ai+b1*r+b0*s>

[[b1]+|bl<err]

K—

K—

(dr = (-b1*c1+b*c0)/(c112-0%c0)

( ds = (-b1-c1*dr)/cO )
J
( rc = r+dr; sc = s+ds )

[[r/rc-1|+|s/sc-1|<err]

Limite de
iteraciones
[k==li] /| alcanzado

O)

El cbédigo respectivo, afiadido a la unidad “mat205.7js”, es:

L—( k=k+1; r=rc; s=sc

(devolver cuad([1,rc,- sc]))

function bairstow(a,xl,x2,err,1i) {
var i,k,r,=2,b0,bl,b,c0,cl,c,dr,d=s,rc, 2c, n;
if (Xl=—null}) {=x1=1.1:}
if (XZ2=—nmll) {=x2=2.1:}
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if {err=—null) {err=le-9:}
1f {li=—null) {1i=100;}
n=a.length;
kE=1; r=add{(xl,.x2); s=neg{mul {x1,x2}));
while (Etrus) {
bl=a[0] rb=a[l]+bl*r;c=bl;cl=0;
for (i=2;i<n;i++) {
cl=cl ;cl=c;c=btcl*r+ci*s;
bO=bl ;bl=b;b=a[i]+bl*r+b0#*s3;}
if {(ab=(bl)+ab=(b)<err) break;
dr=(-bl*cltb*c0) f (cl*cl-c¥*c0) ; ds=(-bl-cl*dr) fcO:;
rc=r+dr; =s=c=s+ds;
if (abs(rf/rc-1)+abs(3/3c-1)<err) break:
if (k++ =— 1li) throw new Error{"Bairstow no converge™);
r=rc; s=sc; kt++;
¥
return cuad{[l,-r,-=]1)-
}

Haciendo correr el programa con los datos del ejemplo manual (encontrando
y mostrando las soluciones con 7 digitos de precisidén) se obtiene:

¥ precision(bairstow([1,-1.1,2.3,8.5,3.3],new Complex(@.1,8.1),new
Complexi@.1,-8.1),1e-71,7)

[T Complex » ¥ Complex ]
i: @.9473648 i: -8.9473648
rro-8.45 r -8.45

Que coincide con los resultados encontrados en el ejemplo.

Como se dijo, una vez encontradas dos soluciones, se puede emplear el po-
linomio residual para calcular otras dos, pero, para minimizar los errores,
se debe trabajar con la méxima precisidn posible (16 digitos):

»a=[1,-1.1,2.3,8.5,3.3], n=a.length

5
¥ ¥=bairstow(a,new Complex{@.1,8.1),new Complex(@.1l,-8.1),le-18)
[¥ Complex s ¥ Complex ]
i: 8.947364766ET45208 iy -8.9473R47668748208
r: -8.45 r: -8.45

Con estas dos soluciones, guardadas en el vector “x”, se calculan los va-
lores de “r” y “s”:

AN

¥ r=add{x[@],%x[1]); s=neg(mul({x[@],x[1]))
-1.89999599999399599

Y con los mismos se calcula el polinomio residual:

» b=divsin2{a,r,s).slice(@,n-2)
[11 -2J' 3]

Que puede ser resuelto con la ecuacidn cuadréatica:

» cuad(b)
[¥ Complex s ¥ Complex ]
i: 1.414213523738951 i: -1.4142135823738951

r: 1 r: 1
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Por lo tanto, las cuatro soluciones del polinomio son:

x1l = 0.45+0.94736481
x2 = 0.45-0.94736481
x3 1+1.4142141
x4 1-1.4142141

5.8. METODO QD (QUOTIENT DIVISOR)

Tanto el método de Newton, como el de Bairstow, requieren valores inicia-
les para comenzar el proceso de busqueda y como dichos valores pueden ser
complejos, no siempre es posible encontrarlos graficamente. El método “QD”,
permite encontrar todas las soluciones (reales e imaginarias) sin necesidad
de valores iniciales, sin embargo, tiene la desventaja de requerir un eleva-
do nuimero de iteraciones, razdédn por la cual este método se emplea casi ex-
clusivamente para encontrar valores iniciales para métodos mas eficientes
como el de Newton y Bairstow.

Tomando en cuenta el polinomio general (5.1), en este método se calculan
primero los vectores iniciales “p” y “d” con las siguientes expresiones:

a
po=——1: p,=0 |i=1>n-1 (5.22)
ao
a.
d=52 (i=05n-2 (5.23)
Qi

AN

Donde “n” es el grado del polinomio, luego, con estos valores, se calcu-
lan los vectores “g” y “e” con las siguientes expresiones:

qo=dy* Py
q=d,—d,_+p, [i=1>n-2 (5.24)
qn—lzpn—l_dn—Z
_qi+l .
e=—d,; {i=0>n-2 (5.25)
q;

”

Si los elementos de “e” son cercanos a cero, el proceso concluye, caso
contrario se repite pero empleando ahora los vectores “g” y “e” como valores
iniciales (es decir, haciendo que “p=q” y “d=e”). Cuando el proceso concluye
las soluciones aproximadas se encuentran en el parametro “g”. No obstante,
si existen soluciones complejas algunos de los valores de “e” no convergen
hacia cero, en ese caso las soluciones complejas se encuentran resolviendo
la ecuacidn cuadrética:

’”

x'—rx—s=0 (5.26)
Donde “r” y %“s” se calculan con:
r=q.+q.
_qz q1+l (5.27)
S==Piq;+1
Siendo “i” el indice del elemento “e;” que no converge hacia cero.

El proceso en si es muy sencillo: una vez calculados los parédmetros “p” y
“d” (con las ecuaciones 5.22 y 5.23), se aplica repetidamente las ecuaciones
(5.24) y (5.25) hasta que los valores de “e” (o algunos de ellos) sean cer-
canos a cero.
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Para comprender mejor el proceso, se encontrardn las soluciones del si-
guiente polinomio aplicando manualmente el método:

P,(x)=128x*-256x’+ 160x*—32x+ 1=0
El vector y el grado del polinomio son (consola de Mozilla Firefox):

»»¥» a=[1Z3,-25&6,160,-32,1]; n=a.length-1
4

Se calcula primero los pardmetros “p” (ecuaciones 5.22):

¥»» p=new Arrayil); pl0l=—alll/za[0]; for (i=l;i<n;it++) plil=0; p
[z, a, o, 01

Y con la ecuacidén (5.23) los valores de “d”:

»»¥ d=new Array({); for {i=0;i<n-1l;i++) dlil=alit+2] alit+l]l; 4;
[ -0.&825, -0.2, -0.03125]

”

Con estos valores se calculan los pardmetros “g” (ecuaciones 5.24):

»»¥ g=new Array{); gl[0]l=d[0]1+p[0]; for{i=l;i<n-1;i++) glil=d[i]l-d[i-1]1+p[i]-
gln-1]=p[n-1]-d[n-21; g
[1.375, 0.425, 0.1e875, 0.03125]

A4

Y los parédmetros “e (ecuaciones 5.25):

»»¥» e=new Array({); for{i=0;i<m-1l;it++) elil=gli+l]l/glil*d[il: e:

[ -0.1%318181818181818, -0.0794117647058823¢6, -0.005787037037037037 ]

Como era de esperar, al ser la primera iteracidén, los valores de “e” no
son aun cercanos a cero, por lo que se realiza un cambio de variables y se
vuelven a calcular nuevos valores de “qg” y “e” (recordando que en Javascript

los vectores se copian por referencia, por lo que para hacer una verdadera
copia se debe emplear el método “slice” o la funcidén “copy”):

»»¥» p=g.3lice(); d=e_3zlice(];

[ -0.1%31818181581314818, -0.0754117647058823¢6, -0_0057837037037037037 1

¥r» g[0]l=d[0]+p[0]; for {i=l;i<n-1l;it++) qlil=d[i]l-d[i-1ll+plil; glan-ll=pln-1]1-dIn-2]:
q

[1l.13l8181218158131%, 0.53877005347559358, 0.24Z237472766€884532, 0.037037037037037035 1]

»»¥» for{i=0;i<n-1;i++) elil=gli+l]/glil*d[i]l; e-r
[ -0.0880%€818181818181, -0.035724711720%1&e6e, —-0.0008843112775637043 ]

AN

Ahora los valores de “e” comienzan a acercarse a cero, repitiendo el pro-
ceso unas cuantas veces mas se obtiene:

»»¥ p=g.3lice(); d=e_3lice();

[ -0.0858068158158158158181, -0.0357247117z051666, —-0.0008343112775697043 ]

¥r» g[0]=d[0]+p[0]; for {i=l;i<n-1;i++) qlil=d[i]l-d[i-1ll+plil; qgln-ll=pln-1]1-dIn-2]:
I

[1.0%375, 0.5%1113523573200%, 0.277215125811215%23, 0.03792134831460874 1]

»¥»¥ for{i=0;i<n-1l;i++) elil=glit+tl]/glil*d[i]l; er
[ -0.04755%615384615384, -0.01&753855463532887, -0.00012059€8413738203387 ]
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¥¥¥ p=g.glice(); d=e.slice();

[ -0.0475596153346153584, -0.0167538554635328587, -0.00012096841573820387 1

¥r» g[0]=d[0]+p[0]; for {i=l;i<n-1;i++) qlil=d[i]l-d[i-1ll+plil; qgln-ll=pln-1]1-dIn-2]:
I

[1.0481538461538462, 0.62195583219558215%, 0_.Z53848015155536596, 0.03804231673434454 ]
»»¥ for{i=0;i<n-1;i++) elil=gli+l]/glil*d[i]l; er

[ -0.0Z28296703296703286, —-0_.00751545335238656, -0.000015660881480145585 ]

Fr¥ p=g.alice(); d=e_zlice();

[ -0.02825e7032%670328¢6, -0_.00751545335238656, -0.000015660881420145585 ]

¥>r gl0]l=d[0]+p[0]; for {i=l;i<n-1l;it++) qlil=d[i]l-d[i-1ll+plil; qgln-ll=pln-1]1-dIn-2]:
I

[1.017857142857143, 0.£423370315001358¢6, 0.3017478476263934, 0.038057377615825085 1]
»¥»¥ for{i=0;i<n-1l;i++) elil=glit+tl]/glil*d[i]l; er

[ -0.01785%714Z2857142846, —-0_0037184265632671082, —-0_0000015975Z30251028805 ]

¥»> p=g.glice(); d=e._slice();

[ -0.01785%714Z2857142846, —-0_0037184265632671082, —-0_0000015975Z30251028805 ]

x> gl0]l=d[0]+p[0]; for {(i=l;i<n-1;i++) qlil=d[i]l-d[i-1ll+plil; gln-ll=pln-1]1-dIn-2]:
I

[1.0000000000000002, O0.65647574815940143, 0_3054642935955505945, 0.03805595284607611 ]
»»¥ for{i=0;i<n-1;i++) elil=gli+l]/glil*d[i]l; er

[ -0.011722781217750246, —-0.0017302186204243531, -2.4€1078773207667e-7 1

¥¥> p=g.alice(); d=e.slice();

[ -0.011722781217750246, —-0.0017302186204243531, -2.4€1078773207867e-7 1]

> g[0]l=d[0]+p[0]; for {i=l;i<n-1;it++) qlil=d[i]l-d[i-1l+plil; qgln-ll=pln-1]1-din-2]:
=1

[ 0.93827721878224599, 0.6664683107513403, 0.3071542714724565, 0.038060158953353434 ]
»»¥» for{i=0;i<n-1;i++) elil=gli+l]/glil*d[i]l; e-r

[ -0.007905537077539262, —-0.0007575071582296813, -3.04%1827630%83013e-8 1

#»» p=g.glice(); d=e._slice();

[ -0.0075%055370775359262, —-0.00075%75071582296813, -3.045%1827630583013e-8 1]

¥r» g[0]l=d[0]+p[0]; for {i=l;i<n-1l;it++) qlil=d[i]l-d[i-1ll+plil; glan-ll=pln-1]1-dIn-2]:
a

[ 0.580371€817047107, 0.&€7357634071064%%9, 0.30755174813885855, 0.038060225445781066 ]
»»¥» for{i=0;i<n-1;i++) elil=glitl]/glil*d[i]l; er

[ -0.0054315595827300659595, -0.000364658592426872595, —-3.768042367553548e-5 ]

¥»> p=g.glicel); d=e.slice(];

[ -0.00543155%58273006555, -0.000364658%242687295, -3_.T7e8042367553548e-5 ]

Fr» g[0]l=d[0]+p[0]; for {i=l;i<n-1l;it++) qlil=d[i]l-d[i-1l+plil; glan-ll=pln-1]1-dIn-2]:
q

[ 0.574540085876%1, 0.67836432776141831%, 0.308356403255084%, 0.03808023321382343 ]

»»» for{i=0;i<n-1;i++) el[il=gli+l]l/glil*d[il; er

[ -0.0037808641255515766, —-0.000165659075058226552, —-4_&85087054253243068e-10 ]
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*»>» p=g.alice)l; d=e.slice();

[ -0.0037808641255515766, —-0.0001656590750583226552, —4._&6508705425824306e-10 ]

»»» g[0]=d[0]1+p[0]; for (i=l;i<n-1;i++) glil=d[i]-d[i-1]l+p[i]l; gln-1l]l=pln-1]-d[n-Z];
q

[ 0.57115%2217513%584, 0.6822584505%887512, 0.3085220535305801, 0.0380602336€785910438 ]
»»¥» for{i=0;i<n-1l;i++) eli]l=gli+tl]/glil*d[i]l; er

[ -0.002856813135%3357027, -0.0000745%2652865782728, -5._.T73745688416305%06e2-11 ]

»»¥» p=g.3lice(); d=e.3lice();

[ -0.00268561313%8357027, -0._.00007452652865782728, -5._7374568841630508e-11 ]

»»¥» gq[0]=d[0]+p[0]; for (i=l;i<n-1l;i++) gli]l=d[i]l-—-d[i-1l]l+plil; gln-1ll=pln-1]1-dIn-Z2]:
q

[ 0.5%685030503530013, O.&8483596558534503, 0.30855702005226336, 0.03808023373628505 ]
»»¥» for{i=0;i<n-1l;i++) eli]l=gli+tl]/glil*d[i]l; er

[ -0.001878181010345%3325, -0.000033762798735248595, -7.076184611482586e-12 ]

»»¥» p=g.3lice(); d=e.3lice();

[ -0.0018781810103453325, -—-0.00003376Z798735248%95, -7.076l2846811483256e-12 ]

*»» g[0]=d[0]+p[0]; for (i=l;i<n-1l;it++) glil=d[i]-d[i-1]1+plil; gln-l]l=pln-1]1-dIn-2]1;

=

[ 0.83e666245905342652, 0.6268240740700644, 0.30236307823435224, 0.03208023374336124 ]

»»¥ for{i=0;i<n-1l;i++) elil=glit+tl]/glil*d[i]l; er

[ -0.00133424762341836583, -—-0.0000151747206€58511252, -8.726324634325295e-13 ]

Como se puede ver, el ultimo valor de “e” es casi cero, tiene 12 ceros
después del punto, mientras que el primero sélo tiene dos. Este es el com-
portamiento normal del método, los ultimos valores de “e” convergen rapida-
mente pero los primeros requieren decenas, cientos e inclusive miles de ite-

raciones para acercarse a 0 y esta es la razdén por la cual el método se em-
plea en la préactica sélo para obtener valores iniciales aproximados.

Deteniendo el proceso en este punto las soluciones (raices) aproximadas
del polinomio son los elementos del vector “g”, es decir:

[ 0.9cee245092342652, 0.6306840740700644, 0.3036307828435224, 0.03206023374336124 ]

En concordancia con los valores de “e” (del error) los primeros valores
de “g” son menos aproximados que los ultimos, sin embargo, atn son buenos
valores iniciales. Por ejemplo empleando estos valores con el método de New-
ton se pueden calcular resultados mas precisos:

F»» ¥=[0.59666245305342652, 0.£8366340740700644, 0_30838307828435224,
0.038080233743368124]

[ 0.5&ecc245905342652, 0.68608407407006044, 0.3086307828435224, 0.03808023374336124 ]
¥»¥¥» newtonp{a,x[0]1)
0.96193597662556441
¥¥¥» newtonp{a,x[1])
0.85134171c1325444
¥¥» newtonp{a,x[2])
0.30865828381745514
»¥» newtonp{a,x[3]1)

0.033080233744356624
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Y de la misma forma con el método de Bairstow:

»»» bairatowi{a,x[0],x[1]}
[ 0.&e591341716182545, 0_.96159357662556433 ]
»»% bairatowi{a,x[2],x[3])

[ 0.03806023374435663, 0.30865832838174551 1]

Como otro ejemplo se encontrardn las soluciones del siguiente polinomio:
P,(x)=x"-6x’+12x*~19x+ 12=0

El vector de coeficientes y el orden son:

»»¥» a=[1,-¢6,12,-1%,12]; n=a.length-1;

4

Los valores iniciales de “p” y “d” se calculan, pero no se muestran:
»»¥ p=[1; pl0]l=-alllsalld]l; for {(i=l;i<n;i++) plil=0; d=[]1; feor {(i=0;i<n-1;it++)
dli]=ali+2]/alit+l];

-0.631578947368421

Con estos valores se calculan los valores de “g” y “e”, pero sdélo se
muestran los valores de “e” pues son los que tienen que aproximarse a 0:

”

*»¥ =[1; qgl[0]=d[0]1+p[0]; for {(i=l;i<mn-1;i++) glil=d...[]l; for {i=0;i<n-1;i++)
elil=glit+l]/glil*d[il; e
[ -0.20833333333333337, -3.clceocceoccboeceet, -0.415%1122%687121027 ]

Ahora, se repite el proceso unas cuantas veces (la consola de Firefox
sd6lo muestra tres puntos cuando la instruccidén es muy larga):

»»¥» p=qg.3licel); d=e.slicel); gl0l=d[0]l+p[0]; for {(i...2]1; for (i=0;i<n-1;it++)
eli]=gli+l]/gqli]l*d[i]l; e
[ 0.18437728%377285%3Z, 5.01&6155%388575938, -0_.10812754723082825 ]

»»¥ p=g.3lice(); d=e_alice(); gl0]l=d[0]1+p[0]; for {(i.._.2]; for {(i=0;i<mn-1;it++)
el[i]=ql[i+l]/gqli]*d[i]; e
[O0_.07728937728593773, —-Z_.6238175%14188112, 0.12618086112551594 ]

»»¥ p=g.3lice(); d=e_.alice({); gl0]l=d[0]1+p[0]; for {(i...2]1; for {(i=0;i<mn-1l;it++)
el[i]=gl[i+l]/gqli]l*d[i]l:; e
[ -0.01€11570247933332, 5.5441251637597414, 0.0731323335411778¢ ]

»»¥ p=g.3lice(); d=e_3lice(); gl0]l=d[0]1+p[0]; for {(i.._.2]1; for {(i=0;i<n-1l;it++)
el[i]=gl[i+l]/gli]l*d[i]l:; e
[ -0.0185%320145330€135, —-4.339585512684148, -0.013%63659759733601% 1]

»»¥ p=g.3lice{); d=e_slice({); gl0]l=d[0]1+p[0]; for {(i.._.2]1; feor {(i=0;i<n-1;it++)
el[i]=g[i+l]/qli]l*d[i]l:; e
[ -0.001585873657420800404, —-€.8225231557053055, -0.02535543159665360307¢€ ]

»»¥» p=g.3lice{); d=e_3lice(); gl0]l=d[0]1+p[0]; for {(i.._.2]1; for {(i=0;i<n-1;it++)
el[i]=gl[i+l]/gqli]l*d[i]:; e
[ 0.0030331042%86204864, 7.882754657134322, -0.00400684275704511¢ ]
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»»¥» p=qg.3lice(); d=e.slice(); gl0l=d[0]l+p[0]; for {(i...2]1; for (i=0;i<n-1;it++)

eli]l=g[i+l]/glil*d[i]; e

[ 0.001105175055963597887, —-Z2_.5Z2447641633004585, 0.008671230080417355 ]

»»¥ p=g.3lice(); d=e_.alice({); gl0]l=d[0]1+p[0]; for {(i...2]1; for {(i=0;i<mn-1l;it++)

el[i]=gl[i+l]/gqli]l*d[i]l:; e

[ -0.00029512604625936007, 4_8833180804383155, 0.004201715340321471 ]

»»¥ p=g.3lice(); d=e_.alice({); gl0]l=d[0]1+p[0]; for {(i...2]1; for {(i=0;i<mn-1l;it++)

el[i]=gl[i+l]/gli]l*d[i]l:; e

[ -0.00028147Z2476594370264, -3_.55%593535&67423578, -0.0014835%6133869402225 ]

»»¥ p=g.3lice{); d=e_slice({); gl0]l=d[0]1+p[0]; for {(i.._.2]1; feor {(i=0;i<n-1;it++)

el[i]=g[i+l]/qli]l*d[i]l:; e

[ -0.000015171453015048%9287, -13_.1211491105%24334, —-0_00138359292336920723559 ]

Como se puede ver en ese caso dos de los valores de “e” (el primero y el
tercero) convergen lentamente hacia cero, mientras que uno (el segundo) no
lo hace. Como se dijo, cuando esto sucede se sabe que existen soluciones

complejas, en este caso son la segunda y tercera (porque es el segundo ele-
mento el que no converge hacia cero).

Entonces las soluciones reales son la primera y cuarta, cuyos valores
aproximados son los elementos respectivos del vector “g”:

o5 |

[ 2.99995953541358753, 0.21559906992379752, 0.7858385243%27515, 0.9936024702695752 ]

Las dos soluciones complejas se calculan aplicando las ecuaciones (5.26)
y (5.27) (conjuntamente “cuad”), donde el valor de “i” es 1, porque es el
indice del elemento gque no converge hacia cero (el segundo elemento) :

»»» i=1; r=glil+gli+l]l; a=-plil*glitl]; x=cuad{[l,-r,—=3])

[ Complex { r=0.5007187971582745, i=1.6575261970395967, toString=function(), mas..},

Complex { r=0.5007187971582745, i=-1.6575261970395967, toString=function(}), mas..} ]

Al igual que en el anterior ejemplo, los valores calculados con QD pueden
ser empleados como valores iniciales del método de Newton:

»»> newtonp{a,gl[d])

4

»»> mewtonpi{a,gl3])

0.559559599555959599

»»¥» r=newtonp{a,x[0])

Complex { r=0.49999999999856215, i=1.6583123951773877, toString=function(), mas.. }

No es necesario calcular el otro resultado complejo porque las soluciones
complejas siempre vienen en pares conjugados, es decir:

»»¥» r.conj()
Complex { r=0.49999999999856215, i=-1.6583123951773877, toString=function(), mas... }

Empleando los resultados de QD con el método de Bairstow se obtiene:
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*»¥»¥ bairatowi{a,g[0d],qgl[3])
[ 0.55%95%55355555359571, 4.000000000000015 1]
*»»¥ bairstowi{a,x[0],x[1])

[ Complex { r=0.50000000000002596, i=1.6583123951750793, toString=function(), mas.. },
Complex [ r=0.50000000000002%6, i=-1.65831239517507933, toString=function(}, mas..} ]

5.8.1. Algoritmo y cédigo

Como se vio en los ejemplos y ejercicios del anterior acépite, la aplica-
cién manual del método QD es bastante sencilla, sin embargo, su automatiza-
cién no lo es tanto, porque es necesario considerar varios aspectos.

En primer lugar se deben evitar las divisiones entre cero y algunas si-
tuaciones en las cuales se presentan dichas divisiones son: a) Uno de los
coeficientes es cero; b) Tres o mads coeficientes consecutivos son iguales y
el grado del polinomio es menor a 5; c) Tres o méds coeficientes estan igual-
mente espaciados y d) El espaciamiento de dos coeficientes es el cuadrado de
los dos coeficientes anteriores.

En segundo lugar, y como se ha visto en los ejemplos, la convergencia ha-
cia cero depende de que las soluciones sean reales o complejas, ademéds las
ultimas raices convergen mas rapidamente que las primeras por lo que deben
tomarse en cuenta estos factores para determinar si se ha encontrado o no la
solucidén con el error permitido.

Para resolver el primer problema se realiza un cambio de variable. Por
comodidad, el cambio de variable més utilizado es y=x-1. Por supuesto, cuan-
do se realiza un cambio de variable, a las soluciones calculadas se les debe
sumar la constante que se restd (normalmente 1) para obtener las soluciones
correctas.

El algoritmo general, donde se toman en cuenta los aspectos antes mencio-
nados, se presenta en la siguiente pagina y las subrutinas que forman parte
del mismo se muestran en las subsiguientes.

Como se puede ver en el algoritmo, cuando es necesario un cambio de va-
riable, se prueba primero con 1 (ct=1l), pero si con dicho cambio continua el
problema, se prueba con 2, 3 y asi hasta eliminar el problema.

El cbédigo respectivo, afiadido a la unidad “mat205.7js”, es:

function gd{a ,err,li} {
ffS5ub-funcidn gue determina =i es necesario (true) o no (false)
Sfun cambio de wariable
function siCambio() {
for {(i=0;i<n;i++) if (abs({a[i])}<le-8) return true;
if {(ab=s{a[C0]-a[l])<le-3) returm true:
for (i=0:i<n-1:;:it+t+)
if {ab=s{a[i]-a[i+l])<le-32 && abs{a[it+l]-a[i+2])<le-3) returm true:
var dl=a[l]-a[C]:
for ({(i=Z2;i<=n;it++) {
d2=af[i]-a[i-1]1-
if {abs{dl-d2)}<le-3 || abs{dl¥*dl-d2)<le-3) returm Erue:
dl=d2;}
return false:}
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---------- 1 QD: Método @D 7]

a: coeficientes del polinomio .
------ err: error permitido(v.d. 107).
li: limite de iteraciones (v.d. 500).

recibir a_, err, i

n = N°_elementos(a)-1; c=1; a=a_>

A

[cv=siCambio]

< ct = ct+1 H camVar Gﬁc:)

%{ desde i=1 hasta n-1 }

N —
ﬂdesde i=0 hasta n-Z}
i=i+1 d= ai+2/ai+1

@ = do*po

ﬂdesde i=1 hasta n-2

i

Kdesde i=0 hasta n-2

& = (g+/a)d;

si_salir => $S

[else] [else]
[ss=1]

[c=hi] C calcular_res=>x

generar error

c=c+1; p=q; d=e

( ajustar_res=>x :)

devolver x
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----1_siCambio ]

Kdesde i=0 hasta n-1 )

(=) X a0

llara;|<10?]

/kdesde i=0 hasta n-2 )

i=di+ <10>3 i+1-di+ <1O’3
@/ )& [larai| Y |ai+1-ai+2] ]

fdesdel 2 hasta n+1j

[|d1-d2|<10? y |d1%-d2|<10°Y

----4 camVar |

A desde k—n hasta 1 )

L

d1 —d2 i=i+1

A desde i=1 hasta k

k=k-1

@

—{ desde i=0 hasta 1 37

ss=0

----4 ajustar res |

kdesde i=0 hasta n-1 )

[lel<err]
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----4 calcular res

I[Kn-ﬂ
lle|>107]
L

( r=Qi*Qi+1; S=-Pi" Qi1 )

FFfSub-funcidn gue realiza el cambio de wvariable restando "ct™
ffa la variable actual
function camVar({) {
for (k=n:rk>0:k--)
for (i=l;i<=k;it++) a[i]=a[i]+a[i-1]*ctc;}
ffVariables locales
var cv,b,i,k,p,q,d,e,=x,r,s,n,vi,a=a_.slice() ,n=a.length-1,c=1,ct=1;
ffValores por defecto
if (err=—null) err=le-9;
if (li=—null) 1i=500;
Sf5e realiza un cambio de wariasble =i es necesario
while {(cv==2iCambioc()){a=a .2lice(): camVar(): ct+t+:}
ffValores iniciales de ”p; y =d=
p=new Array(n}; pl[0]l=-a[ll/al[C];
for (i=1;i<n;i++) pl[i]=0C;
d=new Array{n-1); g=new Array({n):; e=new Array({n-1):
for (i=0;i<n-1;i++) d[i]l=a[i+2]/a[i+l]:
FfCalculo iterativo de "g" y "e"
while (Etrus) {
glCl=d[C]+p[C]:
for (i=1:i<n-1:;i44) g[i]=d[i]-d[i-1]4p[i]:
din-1]=p[n-1]-d[n-2];
for (i=0:;i<n-1:i++) e[il=g[i+l]/gli]*d[i]:
if {ab={e[0])<err || ab={=s[l])<err) break:
if {c++ = 1li) throw new Error{"QD no converge."};
p=g.slice(); d=e.slice():}
ffCalculo de lo= resultados
X=new Lrrav{n) :
for [(i=0;i<n-1;i++) {
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if (abs(e[i])>le-2) {//resultados complejoas
r=-g[i]-g[i+l]; s=p[i]*g[i+l]-
vE=cuad([l,r,=2]):
E[1]=v=[0] rx[i4+1l]=v=[1] ;it++;

} else x[i]l=g[i]://resultado real

}

if (i=n-1) =x[i]=ql[i]://=2i gueda un resultado == real
FfFfhjuste de resultados en caso de cambio de wvariable
if {cv)y {

for (i=0;i<n;i++) X[i]=add({x[i].,.ct}):

a=b.slice() }//52 reponen los wvalores originales de "a"

return ;!

Haciendo correr el programa para los polinomios de los ejemplos manuales
se obtiene:

F»» a=[128,-25¢€,1e0,-32,1]

[ 128, -25&, 180, -32, 11

»»¥» precision{gd{a),7)

[ 0.5eZ23%&7, 0.&£%90884%, 0.308&582, 0.03808€023 ]

»»> a=[1,-&,12,-1%, 121

[1i, -, 12, -1, 121

¥»¥» precision{gdia),T)

[ 2.99%5555, Complex [ r=0.5000405, i=1.658263, toString=function{), mas.. !}, Complex {
r=0_5000405, i=-1.658263, toString=function(), mas..}, 0.55551323 ]

Que son los resultados obtenidos en los ejemplos.
5.9. PROGRAMA GENERAL PARA RESOLVER ECUACIONES POLINOMIALES

Con los métodos elaborados hasta ahora se puede crear un programa general
que encuentre todas las raices (reales y complejas) de un polinomio.

Dicho programa se denominara “roots” y el mismo emplea el programa “cuad”
si la ecuacidén es de segundo grado, “cub” si la ecuacidén es cubica y “newto-
np”, con valores iniciales calculados con “gd” en cualquier otro caso (esto
porque el método de Newton es méas estable que el método de “bairstow”).

El algoritmo de dicho programa se presenta en la siguiente pagina y el
cbédigo respectivo, afadido a la libreria “mat205.7js”, es:

function roots{a,err,1i} {
var n=a.length-1,v,r, x=[]:
if (n=—2) returm cuad{a):;
if (n==3) returm cub(a):;
r=gd{a) !
for (var i=0;i<n;it++}
if ('isNaM{r[i])}}
X[i)=newtonp{a,r[i] ,err,1i}
elzse {
X[i])=newtonp{a,r[i] ,err,1i};
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---- rools: Raices de un palinemic. ]

a: Coeficientes del polinomio.
= em: Emor permitido (v.d. 1e-9)

li: Limite de teraciones {v.d. 100}
@=N“ de elementos en a-l_:j

[n=3] k [n=2]

{ devolver cubla) ) { devolver cuad(a) )

Hdasde i=0 hasta r-1 )—
)K [r; e real]

(_x =nawtanpla,r,arr li); i=i+1

recibir a, err, li

Cx;nmmnp{a,r.,err,ll]}

( x=rewtonplaremi) )

| ¢

@K

X[i+l]=x[1i] -conj () -i++ }
return !

}

Haciendo correr el programa con las ecuaciones polinomiales del ejemplo
manual y mostrando los resultados con 9 digitos de precisidédn (que es el
error por defecto), se obtiene:

[1, -&, 12, -13, 12]
precision (roots(a), 9)

-

[4, 0.5+1.65831244i, 0.5-1.6583124i, 1)
5.10. EJEMPLOS

1, Encuentre las soluciones de las siguientes ecuaciones (soluciones reales
y complejas) empleando el método mas adecuado para cada caso.

X —x+3=0
X —15x"+71x—105=0
x'—4x’+x—5=0
La primera ecuacidn se resuelve con “cuad”, la segunda con “cub” y la
tercera con “roots” (por supuesto todas pueden ser resueltas también con ro-

ots). El problema puede ser resuelto facilmente en la calculadora, pero en

este caso y simplemente para recordar, se resuelve el problema creando una
padgina HTML:
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<html>
<head>
ztitle>Bjemplo 1</title>
£gcript sroc="mat205.]js"»</script>

<3cript>
document .Wwrite{"<h3>Soluciones de Xx"2-x4+3=0:</h3>")
document .write{cuad {[1,-1,3])}):
document .Wwrite{"<h3>5Soluciones de X"3-15*x"2+T71*x-105=
document .write{cub([1,-15,71,-105]))
document .Wwrite{"<h3>Soluciones de x"4-4%*x"J4x-5</ h3>")
document .write {preci=zion{roots{[1,0,-4,1,-5] ,1e-12},9)}):
</ script>
</head>
<body>
< /body>
</html>

Donde, como se puede ver, los resultados de “roots” se muestran con 9 di-

gitos de precisidén (que es la precisidén por defecto del método).

pdgina en un navegador se obtienen los siguientes resultados:

Soluciones de x"2-x+3=0:
[0.5+1 6583123951777, 0.5-1.65831239517771]

Soluciones de x*3-15%x"2+71%x-105=0

Soluciones de x*4-4*x"2+x-5

Abriendo la

[-2.31601568. 0.0835924361+0.9988437861, 0.0835924361-0.9988437861. 2.1488308]

2, Encuentre las raices (los valores de “z”) del siguiente sistema emplean-
do el método de Newton Raphson para resolver la ecuacién no lineal y el
método mads adecuado para la ecuacién polinomial. Estime el valor inicial
de “x” con el método incremental (se sabe que el valor de “x” es positi-

vo y no mayor a 15).

2.1
x —=3.1x—-10

x)= =0
flx) xT=2x"=7

p(z)=10.82’+38.972°—55.13 z— x=0

Para resolver este problema, primero se calcula el valor de
(obteniendo el

viendo la primera ecuacidén con el método de Newton Raphson

”

“x” resol-

valor inicial con le método incremental) luego se resuelve la ecuacidn poli-

nomial y como es de tercer grado, se emplea para ello “cub”.

Una vez mas,

aunque el problema puede ser resuelto en la calculadora, se resuelve el mis-

mo en una pagina HTML:
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<html>
<head>
wtitle>Ejemplo 2</title>
<3cript 2rc="mat205.]js"»< script>
<scriptl
ffFuancidn a resolver con 21 método de Hewton-Raphson
function £(x){
return (pow(x,2.1)-3.1%x-10)/(pow(x,0.7)y-2%3gr(x)-T7):
}
f/Calculo del valor inicial con =1 método incremental
var Xl=incrl(f,0.1,1);
FfCalculo del wvalor de "®" con 21 método de Hewton-Raphson
var X=precision{newton{f, =x1}) ,15)
document .Wwrite{"<b>Valor de xX:</b> "4+x4+"<br>");
S fResolucidn de la ecuacidn polinomial
var a=[10.8,38.87,-55.13,x]:
var z=cub{a) :

document .Wwrite{"<b>Valores de z:</b> "+z4+"<br>"};

</scripts>

< /head>

<body>

< /body>

< /html>

Note que sbé6lo se guardan 15 digitos de “x”, pues esa es la precisidén por
defecto del método de Newton Raphson. Observe también que para mostrar el
texto en negrita se ha empleado la etiqueta “<b>" (bold=negrita) y para in-

sertar un salto de linea se ha empleado la etiqueta “<br>"” (break line).

Abriendo la padgina en un navegador se obtienen los siguientes resultados:

Valor de x: 4.55195912900217
Valores de z: [-4.71090290346701, 0.0882012562529995, 1.01436831388068]

3, Encuentre la solucién del siguiente sistema de ecuaciones (el valor de
“x”) empleando el método de la Secante para resolver la ecuacién no 1li-
neal y el método mas adecuado para la ecuacién polinomial (ro a r3 son
las raices ordenadas de la ecuacién polinomial). Estime el valor inicial
para la ecuacién no lineal de la grafica de la funcién.

f(x)=r0x2'1+ rl*xO'S—rzx—m:O
p(r)=r'=10.87+ 38.97/°—55.13 r+ 26.4=0

En este caso, primero se encuentran las raices del polinomio con “roots”
(pues el grado del polinomio es mayor a 3), los resultados se ordenan con
el método “sort” y se emplean para resolver la ecuacidédn no lineal con el mé-
todo de la Secante.

Como el valor inicial para el método de la Secante proviene de la grafica
y aln no se han estudiado los elementos HTML que permiten leer datos desde
el teclado, se resolverd el problema en la calculadora, encontrando primero
los valores de “r”
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e
a=[1,-10.

m o .

:Lr —diU. T,
r=precision(roots(a), )

[5, 3.2, 1.5, 1.1]

Entonces se ordena estos resultados de forma ascendente con “sort”:
r.zort (function(a,b) {return a-b:;})

[1.1, 1.5, 3.2, 5]

Con estos resultados se puede programar la ecuacidén no lineal:

f=function(x){ return r[d]*pow(x,2.1l)+r[l] *pow(x,0.3)-r[2]*=x-[3]:
function [(x){
return r[0]*pow(x,2.1)+r[l] *pow(x,0.3)-[2]*x-r[3]:

Entonces se elabora la grédfica de la funcién para encontrar él o los va-
lores iniciales para el método de la Secante:

plot ([£, function(x) {return 0;}],0,10)

100

40 -

20 ~

T T T T
0] 2 4 5 g 10

Como se puede ver, la recta “y=0” ha sido programada directamente como
una funcién literal. De esta grafica se obtiene un valor inicial igual a
3.2. Se puede emplear directamente ese valor para calcular la solucidén pedi-
da:

cante(f£,3.2),15)
9

Lad

O también se puede emplear dos valores iniciales cercanos a la solucién,
por ejemplo 3.2 y 3.3:

L3, 15

[¥3]

.2,

[¥3]

cante (£,
9

=

i

O dos valores ubicados a ambos lados de la solucidén, por ejemplo 2 y 4:
cante (£,2,4),15)

3. 3

Obteniéndose en todos los casos el mismo resultado.

4 El siguiente polinomio tiene dos soluciones reales entre 1 y 4. Encuen-
tre dichas soluciones con los métodos de Newton y Bairstow, empleando
valores iniciales obtenidos de la grafica de la funcién.
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ps(x)=x"=5.9x"-0.9x"+ 34x*—0.4x—38.2=0

Una vez més, como los valores iniciales provienen de la grafica, se re-
suelve el problema en la calculadora y para ello primero se crea un vector
con los coeficientes del polinomio:

a=[1,-5.%,-0.9,34,-0.4,-38.2
1, -5.%, -0.9, 34, -0.4, -38.2]
El valor del polinomio se calcula por divisidén sintética (“divsinl”), re-

cordando que el Ultimo elemento de la divisién (el residuo) es el valor de
la funcidén. En este caso, al ser un polinomio de quinto grado, el vector
tiene 6 elementos, por lo tanto el Ultimo elemento de la divisidén es el sex-
to (el elemento numero 5, recuerde que el primer elemento es el numero 0):

f=funection(®x) {return divsinl(a,x) [5]:}
function (x){return diwv=inl(a,=x) [5]:}

Graficando esta funcidén y la recta “y=0” se obtiene los valores iniciales
para las soluciones pedidas:

plot ([, function(x) {return 0;}],1, 4}

20

10

0

-10 4

-20 4

-30 4

-40

T T T T T
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Por lo tanto los valores iniciales (las soluciones aproximadas) son 1.2 y
3.1. Empleando estos valores con el método de Newton se obtiene:

precision (newtonp(a,l1.2),9)

1.2218057
precision (newtonp(a,3.1),9)
3.1331503

Y con el método de bairstow:

precision(bairstow(a,l.2,3.1),9)

[1.2218057, 3.13315034)

5 Encuentre el valor de “z” resolviendo la siguiente ecuacién no 1lineal
por el método de regula falsi. En esta ecuacién xo es la solucién real
del polinomio de quinto grado, yo y y: son las soluciones reales del po-
linomio de cuarto grado. La solucidén real del polinomio de quinto grado
debe ser encontrada con el método de Newton (valor inicial calculado con
QD) , las soluciones reales de la ecuacién de cuarto grado deben ser en-
contradas con el método de Bairstow (valores iniciales calculados con
QD) , el segmento de solucién de la ecuacidén no lineal debe ser encon-
trado con el método incremental (se sabe que la solucién es positiva).
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fl2)=x02"" =y 2"+ y,2°7=370.1=0
ps(x)=x"—9.5x"+ 47x° 137 x*+ 226 x—227.5=0
pa(y)=y"=7.4y"+23.16 y’—41.414 y+ 33.9171=0

Si bien en este caso los valores iniciales no provienen de la gréafica,
deben ser seleccionados de los resultados devueltos por “gd”, por lo que es
mas sencillo resolver el problema en la calculadora.

Se comienza resolviendo la ecuacién de quinto grado, para lo cual se crea
el vector de coeficientes:

a=[1,-9.5,47,-137,226,-2
[1, -9.5, 47, -137, 228,

Y se encuentran los valores iniciales con QD:

r=precisionigdia),2)
err: QD no converge.
Como se puede ver, en este caso el método QD no converge con el error por
defecto (9 digitos), por lo gque se disminuye el mismo:

r=precision(gd(a,le-7),7)
[2.000003+3.0000014i, 2.000003-3.000001i, 3.4999595, 1+2i, 1-2i]

Tal como se indica en el enunciado, una de estas soluciones es real vy
como se puede ver es la tercera. Empleando esta solucidén como valor inicial
del método de Newton se obtiene la solucidén real del primer polinomio:

¥x0=precisgion (newtonp{a,xr[2]),9)
3.5

Ahora se resuelve la ecuacidén de cuarto grado, siendo el vector de coefi-
cientes:

b=[1,-7.4,23.16,-41.414,33.9171)
[1, -7.4, 23.16, -41.414, 33.9171]

Se encuentran los valores iniciales con el método QD:

r=preci=sion(gd(b),9)
[3.1, 1.099086974+2.00173798i, 1.09908697-2.001737981i, 2.10182605]

Como se puede ver, en este caso las soluciones reales son la primera y
cuarta, empleando esta soluciones como valores iniciales del método de
Bairstow se obtienen las soluciones reales del segundo polinomio:

v=precision(bairstow(kb,r[0],.x[3]).9)
[2.1, 3.1]

Una vez encontradas las soluciones reales de los dos polinomios se puede
programar la ecuacidén no lineal:

f=functioni(z){ return x0*pow(z,3.1l)-v[0]*pow(z,0.2) -
v[1]l*pow(z,0.75)-370.1;
function (z){

return x0*pow(z,3.1)-yv[0]*pow(z,0.2)-yv[1l] *pow(=z,0.75)-370.1;

Y para resolver la misma se encuentra el segmento de solucidédn con el mé-
todo incremental, siendo el valor inicial del segmento:
zl=incrl (£,0.1,1)
4.1
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Y como el incremento empleado es 1, el valor final del segmento es:

ze=zl+1
5.1

Finamente, con estos valores y el método de Regula Falsi se encuentran la
solucidédn del sistema (el valor de z):

z=precision(refa(f,=zl,=z2),12)
4,.54606433266

S6lo para demostrar que es posible, se ha resuelto el problema en una pa-
gina HTML:
<html>
<head>
stitlesBEjemple S5</title>
£gcript sroc="mat205.js"></script>
<3cript>
ffCalculo de la solucidon real de la ecuacidn de guinto grado
var a=[1,-9.5,47,-137,226,-227.5]:
var r=gd{a,le-T);
S Bhasqueda del wvalor real
for (var i=0;i<r.length;i++)
if {isReal(r[i])) break:
x0=preci=zion{newtonp{a,r[i]} ,2):
document .write {("<b>S5olucidn de la ecuacidn de guinto "+
"grado: </b>"+x0+"<br>"});
ffCalculo de las soluciones reales de la ecuacidn de cuarto grado
var b=[1,-7.4,23.16,-41.414,33.9171];
r=ad (b} ;
S iBasqueda del primer wvalor real
for (var i=0:i<r.length:;it++)
if (isReal(r[i])) break;
var vO0=r[i]
S iBasqueda del segundo wvalor real
for (i++;i<r.length:;it+t)
if (isReal(r[i])) break;
var yl=r[i]:;
v=precision{bairstow({b,v0,v1l) ,9)
document .write {("<b>S5oluciones de la ecuacidn de cuarto "+
"grado: </b>"4+y+"<br>")
ffBResolucidin de la ecuacidn no lineal
function £{z){
return x0fpow({z,3.1l)-v[0]*pow(z,0.2)-v[1] *pow(=z,0.75)-370.1»
}
var xl=incrl{(f,1l)
var z=precision{refa({f, =1 ,x1+1),12)
document .write {("<b>Valor de z: </b>"+z})
</ script>
</head>
<body>
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</ body>
< /html>

Al abrir la pagina en un navegador se obtienen (como era de esperar) los

mismos resultados que en la calculadora:

5.

Solucion de la ecuacion de gquinto grado: 3.5
Soluciones de la ecuacion de cuarto grado: [2.1, 3.1]
Valor de z: 4 54606433266

11. EJERCICIOS

Como en el anterior tema para presentar los ejercicios que resuelva en la

calculadora, copie las instrucciones en un editor de texto y luego, al mo-
mento de presentar el trabajo.

1.

Encuentre las soluciones de las siguientes ecuaciones polinomiales (so-
luciones reales y complejas) empleando el método mas adecuado para cada
caso.

3x°=5x+3=0
x*—15x+50=0
¥ =19x"+115x—225=0
X’ +3x+4=0

2 —60x"+1554x° —22680x°+203889x " —1155420x°+4028156x>—7893840x +6652800 =0

AN

Encuentre las raices (los valores de “y”) del siguiente sistema. Resuel-
va las ecuaciones polinomiales con el método més adecuado (“ri1” y “r2”
son las raices de la primera ecuacidén de segundo grado), “w” es la solu-
cién de la ecuacidédn no lineal y para resolverla se debe emplear el méto-
do de la Biseccidn, encontrando el segmento de solucidén con el método

incremental (se sabe que el valor de “w” es mayor a 0.3 y menor a 20).

r”

5In(w)—32w"'+7.5=0
F—r—6=0
FLyE ryy+ w=0

Encuentre las soluciones del siguiente sistema (los valores de “z”) em-
pleando el método de Regula Falsi para resolver la ecuacidén no lineal y
el método més adecuado para la ecuacidédn polinomial (xo a x3 son las rai-
ces de la ecuacidén polinomial). Encuentre los segmentos de solucidn
(para el método de Regula Falsi) graficando la funcidn.

flz)=e"" " —x, 22"+ x,z—3.9=0
p(x)=x"+3.69x’—-63.2149 x*—78.6403 x+ 200.261=0
El siguiente polinomio tiene dos soluciones reales entre 1 y 5. Encuen-

tre dichas soluciones con el método de Newton y con el método de Bairs-
tow. Los valores iniciales deben ser calculados con el método QD.

x'—=1043 X+ 47.86x*—120.14x+ 118.78=0
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5. Encuentre los valores de “z” resolviendo la siguiente ecuacidén clUbica
(p3(z)). En esta ecuacidédn vyo, Vi, V2, Y3, V4, son las soluciones (raices)
del polinomio de quinto grado (ps(y)). En la ecuacidén de quinto grado
“x” es la primera solucidén positiva de la ecuacidén no lineal (f(x)).
Esta ecuacidén debe ser resuelta con el método de la secante y el segmen-
to de solucidén debe ser encontrando de graficdndola. Las ecuaciones po-
linomiales deben ser resueltas empleando los método méds adecuados para
cada caso.

pslz)= Z+y1y2Z —¥3Yaz+ yo=0
f(x)=x""=5.1x"=8x+35=0
(y) y+2y 3y+y —2y+x=0
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6. ECUACIONES LINEALES

Con frecuencia en el campo de la ingenieria es necesario resolver siste-
mas de ecuaciones lineales que tienen entre 2 y cientos de miles de ecuacio-
nes lineales.

Los métodos que permiten resolver sistemas de ecuaciones lineales pueden
dividirse en dos grupos: a) No iterativos o directos, con los cuales se pue-
den resolver sistemas con algunos cientos de ecuaciones lineales (no por las
limitaciones de los métodos, sino por errores de redondeo) y b) Los métodos
iterativos, dque permiten resolver sistemas con hasta cientos de miles de
ecuaciones lineales, aunque, como normalmente ocurre con los métodos itera-
tivos, la convergencia no estd garantizada.

6.1. METODO DE ELIMINACION DE GAUSS
El método de eliminacidén de Gauss, reduce el sistema de ecuaciones linea-

les a un sistema triangular superior. Asi al aplicar el método al siguiente
sistema de 4 ecuaciones lineales:

apx; T oapx, toapx; T oaux, = ¢
ay X, T apX, T apX; T o ayXx, = G (6.1)
ayx; t apx, t apx; T oaux, = ¢
apX, T apX, t oapx; toaux, = ¢
Se reduce a:
Xp toa'px, +oa'pxs +oa'yx, = ¢y
0 + x, + a'ypx; + oa'yx, = ¢ (6.2)
0 + 0 + X3 + a'yx, = c'y
0 + 0 + 0 + x, = ¢4

Donde se han escrito apostrofes simplemente para hacer notar que son va-
lore diferentes a los originales. Como se puede observar en la Ultima ecua-
cién, la cuarta solucidén “xg4” es igual a “c'i”. Entonces, el valor de la
tercera solucidén “x3” puede ser calculado con la penultima ecuacidn:

p— ! !
X3=C 37 d 34Xy
Ahora, con “x3” y “x4”, se puede calcular “x2” con la segunda ecuacidn:
x,=c',—a'x,—a',,x
2—C 2343 2474
Finalmente con “x2”, “x3” y “x4” se calcula “x1” con la primera ecuacidn:
x,=c' —a',x,—a',x,—a',x
1—¢ 1242 13743 144

En forma matricial (trabajando con la matriz aumentada), la aplicacidn
del método de Gauss da lugar al siguiente cambio:

ayp dp 43 4y dys 1 a’y, a'y a'y a's;
ay Ay Gy Gy Ays| gauss 0 1 a'y a'y a'y (6.3)
a; Q3 Q33 A3y dss 0 0 I a'y a'sy
Ay Ay Qg dyy Ay 0 0 0 1 a'y

Para convertir la matriz aumentada en una matriz diagonal superior, se
deben efectuar reducciones de filas (donde se convierten en unos los elemen-
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tos de la diagonal principal) y reducciones de columnas (donde se convierten
en ceros los elementos que se encuentran por debajo de la diagonal princi-
pal) . Estas operaciones se realizan primero para la fila y columna 1, luego
para la fila y columna 2, luego para la fila y columna 3 y asi sucesivamente
hasta llegar a la Gltima fila del sistema.

Puesto que los valores de la matriz se emplean sélo una vez en los calcu-
los, la matriz resultante puede ser almacenada en la matriz original, aho-
rrando asi memoria.

N 7

En las siguientes ecuaciones se denominarda “p (pivote) al contador que
determina la fila y columna que se estd reduciendo, "“n” al numero de ecua-
ciones del sistema y “m” al numero de columnas de la matriz aumentada.

7”7

Para reducir los elementos de la diagonal principal a 1, simplemente se
divide la fila pivote (ap) entre el elemento que se encuentra en la diagonal
principal (app) :

a, =L |j=p+r1-3m—1 (6.4)

Observe que en realidad no se calcula el primer elemento a,,,, pues si se
hiciera los elementos restantes se dividirian entre 1 (porque ap,p seria 1)
y en consecuencia no cambiarian. Una vez realizada la divisidén se puede
asignar al elemento ap,p €l valor 1, aunque ello no es necesario.

Luego, para reducir a cero los elementos de la columna “p”, por debajo
del elemento app, se resta a cada fila, la fila resultante de multiplicar el
elemento que se encuentra en la columna pivote (aip) por la fila pivote

(ap) :

i=p+1->n—-1
j=p+1->m—1

a a a, a

i jT%p % p (6.5)

i

Al igual que en la anterior ecuacién, en esta tampoco se calculan los
elementos que se encuentran debajo del elemento pivote, pues si se hiciera
los mismos tomarian el valor cero y en consecuencia no se restaria nada a
los elementos originales. Una vez calculados los elementos restantes, se
puede asignar el valor cero a los elementos ai,p, aunque ello no es realmen-
te necesario.

Las ecuaciones (6.4) y (6.5) se aplican una tras otra de forma intercala-
da para valores de “p” que van desde 0 hasta “n-1”, sin embargo, la ecuaciédn
(6.5), sb6lo se aplica hasta “n-2”, porque no existen filas por debajo del
elemento an-2,n-2.

Una vez reducida la matriz a la forma triangular superior, las soluciones
del sistema se calculan por sustitucidn inversa y se almacenan en la columna
de las constantes:

-1
_ i=n—2->0
a;, ;=4a; ;— Z a; ", (6.6)

k=it j=n=>m—1

Para comprender mejor el método de Gauss, se resolverd manualmente el si-
guiente sistema de ecuaciones:

2x, + 8x, + 2x; = 14
x, + 6x, — x; = 15 (6.7)
2x1 - x2 + 2.X3 = 5
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Que escrita en forma matricial es:
2
1 6 —1[|x,|=[15
2

Siendo la matriz aumentada:

2 8 2 14
1 6 -1 15
2 -1 2 5

En JavaScript las matrices son simplemente vectores de vectores, es decir
son vectores donde cada elemento es a su vez un vector. La forma mds senci-
lla de crear una matriz es escribir directamente sus elementos entre corche-
tes separados con comas, pero también se puede emplear el método “new
Array()” para crear cada uno de los elementos (asi como el vector inicial).

En este caso, la matriz aumentada y los parametros “n”, “m” y “p” son:

a:[[zrgrzrlg]r[lrEr_lrl5]r[2r_lr2r5]]; n:3; ng; P:G;
a

Para acceder a los elementos de la matriz se escribe el nombre de la ma-
triz seguido del indice de la fila (entre corchetes) y el indice de la co-
lumna (también entre corchetes). Por ejemplo para averiguar el valor del
elemento de la segunda fila y tercera columna, el elemento ai,2 (recuerde
que en Javascript los vectores y en consecuencia las matrices, comienzan en
0) se escribe:

al[l1l[2]
-1

Asi, se reduce la fila “p” (en este caso la primera fila, la fila 0),
aplicando la ecuacidén (6.4):

for (j=p+l;j<m;i++) alpl[jl/=alpllpl; alpl[pl=1l; a
rra, 4, 1, 71, [1, &, -1, 131, [2, -1, 2, 3]]

AN

Luego se reduce la columna “p” (0), aplicando la ecuacidédn (6.5):

for (i=p+l;i<n;i++) {for (j=p+l;j<m;j++) ali] [j]1=ali]l [j]1-alpl [i]*ali]
(rl; alil[p]l=0;} =2
[[lr 4: lr T]r [Gr 2: _2, E]r [Gr —9, Gr _9]]

Con ello se ha reducido la primera fila y la primera columna, ahora se
incrementa el valor del pivote “p” y se repite el proceso:

p++; for (j=p+l;j<m;j++) alpll[il/=alpllpl; alpllpl=1l; for
(i=ptl;i<n;it++) { for (J=ptl;j<m;j++) al[il[j]1=alil[3]l-alpll3]1*alillpl;
ali] [p]=0;} a
[ri, 4, 1, 71, [0, 1, -1, 41, [0, O, -8, 2711

Finalmente se incrementa el valor de “p” una vez mds y se reduce la ulti-
ma fila ecuacidn (64):

pr+; for (3=p+l;i<m;i++) alpllil/=alpllpl; alpllpl=l; a
(ri, 4, 1, 71, [0, 1, -1, 4], [0, O, 1, -3]]

Asi la matriz queda reducida a la forma triangular superior. Ahora, para
calcular las soluciones se aplica la ecuacidn (66):
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for (i=n-2;i>=0;i--} for (j=n;j<m;j++) {[5=0; for (k=i+l;k<n;k++)

st=a[i] [k]l*a[k]l [j]; alil[j]-==;} a
(g1, 4, 1, s1, [0, 1, -1, 1], [0, O, 1, -3]]

Por lo tanto las soluciones (que se encuentran en la columna 4) son: xi=
6; x2=1; x3=-3.

6.1.1. Pivotaje

Al aplicar el método de eliminacidén de Gauss puede ocurrir que el elemen-
to de la diagonal principal (el elemento pivote) sea cero, lo que daria lu-
gar a un error por divisidén entre cero. Para evitar este tipo de errores, se
debe realizar un intercambio de filas y/o columnas de manera que el elemento
pivote sea siempre diferente de cero. A este proceso se conoce con el nombre
de “pivotaje”.

El pivotaje no sélo es uUtil para evitar una divisién entre cero, sino
también para disminuir el error de redondeo: cuanto mayor sea el valor del
elemento pivote (en valor absoluto) menor serd el error de redondeo.

En general es posible aplicar dos tipos de pivotaje: a) “Parcial”, cuando
el mayor valor absoluto se busca sbélo en la columna pivote y b) “Total”
cuando el mayor valor absoluto se busca en todas las filas y columnas no re-
ducidas.

6.1.2. Pivotaje Parcial

El algoritmo para llevar a cabo el pivotaje parcial es el siguiente:

3 ......... { pivpar: Pivotaje parcial. ﬁ

o a: Matriz aumentada.
( recbir a, n, m, p >\ n: Nuimero de filas

m: Numero de columnas.
k=p p: Pivote

desde i=p+1 hasta n>7

[laip|>ake]] Matriz
- homogénea.

-

[k<>p]

5

(desde -0 hasta m-1 )
)

@erf@ (j =j+1 aux = apj; apj = ay; ay = aux)

devolver verdad

Como se puede ver, el proceso para llevar a cabo el pivotaje parcial es
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muy sencillo: en la columna pivote, se ubica la fila donde se encuentra el
elemento con el mayor valor absoluto (buscando sbélo por debajo de la fila
pivote) . Una vez ubicado, se intercambia la fila pivote con la fila corres-
pondiente al mayor valor absoluto.

Si el mayor valor absoluto es 0, entonces todos los términos de la colum-
na pivote (por debajo del elemento pivote) son cero y en consecuencia el
sistema es homogéneo y como tal no tiene soluciones tUnicas, por lo que en
ese caso se generar un error.

El cédigo respectivo, afiadido a la libreria “mat205.js”, es:

function pivpar{a,p) {

var k=, n=a.length, m=al[C].length, aux, i, j:

for {(i=p+l;i<n;it++)
if (abs(ali] [p]l)>abs(alk]l [D])) k=i:

if {a[k] [p]=0) throw new Error({"Matriz Homogenea"} ;

if (k!=p) {
for (j=0:j<m;j++) {aux=a[pl[il:; z2lpllil=z2[k]1[i1:; 2[k]l[i]l=2ux:}
return true:}

return false;

}

Se puede probar esta funcidén con la siguiente matriz:

a=[[3,2,4,6,3],[2,2,6,4,1],[&,10,0,2,8],[1,-13,0,4,3]]
(rs, 2, 4, &, 31, (2, 2, & 4, 11, [&, 10, O, 2, &], [1, -13, O, 4, 3]]

Si el pivote es 1 (p=1l, segunda fila y segunda columna), deberian inter-
cambiarse la segunda con la cuarta fila, pues en la cuarta fila se encuentra
el mayor valor (-13):

pivpar(a,l)
true

Que devuelve "true" porque ha existido un intercambio, lo que se pude ve-
rificar viendo como han quedado los elementos de la matriz "a"

=

(s, 2, 4, & 231, [1, -13, o0, 4, 3], [&, 10, O, 2, B8], [2, 2, &, 4, 1]]

Volviendo a la matriz original, para p=2 (tercera fila vy tercera
columna), se deberia generar un error, pues el Unico elemento restante, de-
bajo del pivote, es también cero:

a=[[3,2,4,6,3],[2,2,6,4,1],([8,10,0,2,8],[1,-13,0,4,3]1]

(2 2, 4, &, 31, [2, 2, &, 4, 11, [&, 10, O, 2, B], [1, -13, O, 4, 3]1]
pivpar(a, 2)

err: Matriz Homogenea

6.1.3. Pivotaje Total

Para realizar el pivotaje total se debe ubicar la posicidén del elemento
con el mayor valor absoluto buscando en las filas y columnas no reducidas.
Una vez ubicada la posicidén del elemento con el mayor valor absoluto se rea-
lizan intercambios de filas y/o columnas, segun sea necesario, para llevar
el mayor valor absoluto a la posicién pivote.

Ademéds, en el pivotaje total, se debe hacer un seguimiento de las colum-
nas intercambiadas, pues un intercambio de columnas implica también un in-
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tercambio en la posicién de los resultados, por ejemplo, si se intercambian
las columnas 2 y 4, el segundo resultado x2 se encontrard en la fila 4 (y no
en la fila 2), mientras que el cuarto resultado x4 se encontrard en la fila
2 (y no en la fila 4).

El algoritmo para realizar el pivotaje total es el siguiente:

t.--ﬂ pivtot: Pivotaje total. ﬁ

< recibir a, p, v } _____ a: Matriz aumentada. ﬁ
S.

L p: Pivote
q(=p; I=p; n=filas de a; m=columnas de ED v:_Vector de posicione

( desde i=p hasta rr1\

L
%Cdesde j=p hastan-1

(i=it ) (j=j+1

llai|>laql]

Matriz
homogénea.

-

[I<>p]

desde i=0 hasta n-1

L

aux=aip; ai=ai; ai|=aux>

C AUX=V,; V=V, Vimaux

En este algoritmo, “v” es el vector de posiciones, esto es un vector cu-
yos elementos iniciales son numeros secuenciales de 0 a n-1 y que al final
del proceso contiene el orden de los resultados.

”

El cdédigo respectivo, afiadido a la libreria “mat205.73s”, es:

finction pivIot{a,p,v) {
var aux, k=p, l=p, n=a.length, m=al[C].length;
for (var i=pri<n;it++)
for (var j=p:rij<n:j++)
if {ab=s{a[il[j]l)>abs{alk]l[1l]})} {k=i:;1=]5:}
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if (k!=p)
for (j=0:j<m:;j++) {aux=a[pl[jl; alpl[Jjl=alkl[i]l; alk][j]l=aux:}
if (1!'=p){
for (i=0:;i<n:i++) {
aur=al[i] [pl; alillpl=ali,1]1; alil[1l]l=aux;}
aux=v[p] ;v[pl=v[1l] ;¥v[1l]=aux:}
}
Se puede probar el programa con la misma matriz empleada en el pivotaje

parcial. Como el sistema tiene 4 ecuaciones el vector de posiciones tendré
cuatro elementos (del 0 al 3):

a=[[3,2,4,6,3],[2,2,6,4,1], [&,10,0,2,8],[1,-13,0,4,3]]; »=[0,1,2,3]

[0, 1, 2, 3]
Con "p=0" (primera fila y columna), el programa deberia ubicar el mayor
elemento (-13) e intercambiar la primera con la cuarta fila y la primera con

la segunda columna:

pivtot(a,0,v); a

(f-13, 1, o, 4, 21, [2, 2, &, 4, 1], [10, & 0O, 2, 8], [2, 3, 4, & 3]]

Al haberse intercambiado la primera con la segunda columna, en el vector
de posiciones “wv” se ha intercambiado también el primer con el segundo ele-
mento:

v
[1, 0, 2, 3]
Volviendo a la matriz original, pero con "p=1" (segunda fila y segunda

columna), una vez mas el mayor valor absoluto es -13, pero el mismo se en-
cuentra ya en la columna pivote (1), por lo que al no existir intercambio de
columnas, no se intercambian los elementos del vector de posiciones:

a=[[3,2,4,6,3],[2,2,6,4,1],([8,10,0,2,8],0[1,-13,0,4,3]1]1; «[0,1,2, 3]
[0, 1, 2, 3]
pivtot(a,l,v); a
[[3, 2, 4, &, 31, [1, -1z, O, 4, 31, [&, 10, 0, 2, B], [2, 2, &, 4, 111
v
[0, 1, 2, 3]

Finalmente, y trabajando con la matriz original, para “p=2" (tercera fila
y tercera columna) el mayor valor es 4, por lo que deberian intercambiarse
la tercera y cuarta filas y la tercera y cuarta columnas:

a=[[3,2,4,68,3],[2,2,6,4,1],[8,10,0,2,8],[1,-13,0,4,3]1]1; «[0,1,2,3]
[0, 1, 2, 3]
pivtot{a,2,v); a
[[z, 2, e, 4, 21, [2, 2, 4, &, 11, [1, -1z, 4, 0, 31, [8, 10, 2, 0, B8]1
v
[0, 1, 3, Z]

6.1.4. Sustitucién Inversa

Una vez reducido el sistema de ecuaciones las soluciones deben ser encon-
tradas por sustitucién inversa (ecuacidén 6.6). El algoritmo se presenta en
la siguiente pégina y el cdébdigo respectivo, afiadido a 1la libreria
“mat205.js” a continuacién de la misma.
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I ...... { susinv: Sustitucion Inversa. ﬁ
C recibir a )____a: Matriz triangular
superior.

<n=ﬁlas de a, m=columnas de a>

L
{ desde i=n-2 hasta 0 >7
DAAAA,

L

desde j=n hasta m-1

ﬂesde k=i+1 hasta n-1
J

k=k+1 $=5+a," g

Tfunction susinvia) {
var n=a.length, m=a[l].length;
for (var i=n-Z2;i>=0;i—-)
for (var j=n:;j<m;j++) {
var ==0;
for (k=i+l:;k<n;k++) s+=a2[i] [k]*=2[k][i]:
ali] [3]-=s:}
¥

Probando el programa con la matriz reducida del ejemplo manual, se obtie-
ne:
a=[[1,4,1,7],[0,1,-1,41,[0,0,1,-3]]
(ri, 4, 1, 71, [0, 1, -1, 41, [0, O, 1, -3]]
zusinvia); a
[[lr 4!’ lr E]r [:Ir lr _lr l]r [:Ir :Ir lr _3]]

Que son los resultados obtenidos en dicho ejemplo.
6.1.5. Método de Eliminacién de Gauss con pivotaje parcial

Con las funciones antes elaboradas, se puede programar el método de Gauss
con pivotaje parcial.

El algoritmo se presenta en la siguiente pagina y el cbédigo respectivo,
afiadido a la libreria “mat205.js”, es:
function gauss{b) {
var i, j, p, a=b.slice(), c:
var n=a.length, m=a[0].length;
for (p=0:p<n:;pt+) {
if {p<n-1) pivpar{a,p):



ECUACIONES LINEALES - 131 -

gauss: Meétodo de eliminacién de
Gauss con pivotaje parcial .

recibir a

_____ { a: Matriz aumentada.ﬁ

Cn,m = N° de filas y columnas en a)

g = 1)
kdesde p=0 hasta n-1 )

ﬁ@esde j=p+1 hasta m-Di

)

Ci=itt - ( aprafa, )

[p=n]

Hesde i=p+1 hasta n-1>7
i)

%esde j=p*1 hasta m-D—

(i=p >

i=i+1 K

susinv(a)
devolver a,;n.5m-1

for (j=p+l:j<m;j++) alpllil/=alpllpl-
for {(i=p+l;i<n;it++)
for (j=pt+l:j<m;j++) alil[i]-=alillpl*alpl 31/}
su=sinv{a) ;
c=new Arrav{n) :
for (i=0:;i<n;it++){
c[i]l=new Array(m-nj
Ffor (j=n:Jj<m;j++)
c[i]l [J-—n]=ali]l [3]1:}
return c;

}

Probando el programa con la matriz del ejemplo manual se obtienen los
mismos resultados que en dicho ejemplo:

a=[[2,8,2,14],[1,6,-1,15],[2,-1,2,3]]
[z, &, 2, 141, I1, &, -1, 131, [2, -1, 2, 3]]
gauss (a)

[[el, [1], [-31]
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6.1.6. Método de eliminacién de Gauss con pivotaje total

El algoritmo cuando se realiza pivotaje total es:

gausspt: Método de eliminacion deﬁ
7 l.

Gauss con pivotaje parcia
recibir a

_____ { a: Matriz aumentada.ﬁ

pivtot(a,p,v)

ﬁ@esde j=p+1 hasta m-Di

N
(J':J"'"]H 8p~&,jlApp )

[p=n]

/\desde i=p+1 hasta n-D

desde j=p+1 hasta m-1/

(i=i+1

(omp)

susinv(a)

i I
= -
%(desdel Ohastan 1/

[vi<>i]

S desde k=i hasta n-1 )

ux=a;; a=a,; a,=aux; V=V, Vi

@

(i=i+1 ¥ hd

devolver aaiin>m-1
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Siendo el cédigo respectivo, afiadido a la libreria “mat205.7js”:

Tfunction gausspti{b) {
var i, j, p, k, 1, aux, a=b.=slice(), cr
var n=a.length, m=al[0].length, wv=new Array() :
for (i=0;i<n;it++) v[i]=1i:
for (p=0:;p<n;p++) |
if (p<n-1) pivtot{a,p,v):
for (J=p+l:j=<m:j++) alpl[il/=alpllel:
for {(i=p+l:i<n;it+d)
for (j=pt+l:j<m;j++) alill[i]-=alillpl*alpl 31/}
susinv{a) r
for (i=0:i<n:i++)/ /52 ordena la matriz resultante
if {(v[i]!'=i) {
for (k=i;k<n:;k++) if (i=v[k]) break:
aux=al[i] ral[il=alk] ralkl=aux:;v[k]l=v[1i]v[i]l=1:}
c=new Lrray{n) :
for (i=0:i<n:;it++){//5e devuelven los=s
c[i]l=new Array{(m-nj
for (j=n:;j<m;jt++)
cl[i] [i-n)l=al[i]l[jl-}
return c;

}

Probando el programa con la matriz del ejemplo manual se obtiene:

a=[[2,8,2,14],[1,6,-1,15],[2,-1,2,5]]

[z, &, 2, 141, [1i, &, -1, 15], [2, -1, 2, 3]]
gausspt (a)

[[e]l, [11, [-31]

Que son los resultados obtenidos en el ejemplo manual.

Gauss y gausspt, permiten calcular también la matriz inversa, para ello
simplemente se aflade a la matriz de coeficientes (o cualquier matriz cuadra-
da) la matriz unidad.

Por ejemplo, para calcular la inversa de la matriz de coeficientes del
ejemplo manual, se crea la matriz:

==[[2,&,2,1,0,01,10%,8,-1,0,1,00,[2,-1,2,0,0,11]
(e, & 2 1, o, o1, I[1, & -1, O, 1, 01, [&, -1, 2, O, O, 1]]

Entonces, mandando esta matriz a “gauss” se obtiene la matriz inversa:

precision(gaus=s=(a), 9)
[[-0.305555556, 0.5, 0.55%555555%6], [0.111111111, O, -0.1111111117,
[0.361111111, -0.5, -0.111111111]]

El mismo resultado se obtiene con “gausspt”:

precision{gausspt(a),9)
[[-0.3055555%6, 0.5, 0.335535336], [0.111111111, O, -0.111111111]7,
[0.3e1111111, -0.5, -0.111111111]1]

Dado que la matriz inversa es de utilidad practica en algunas operacio-
nes, es conveniente elaborar una funcién para la misma. Dicha funcidn se
presenta en la siguiente padgina y ha sido afiadida a la libreria “mat205.js”.
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function mInv{a){
if (isMatrixr{a)})
if {a.length=—al[0] .length) {
var b=mCopy{a), n=a.length, i, j;
for (i=0;i<n;it+)
for (j=0:;j<n;j++)
bBI[i] [J4n]= i=j 2 1: O:
return gauss(b) ;
¥
el=ze throw new Error{"matriz no cuadrada (inv) ")

}

Esta funcién ha sido integrada en la funcidén “inv”, que al igual que
“add”, “sub”, “mul”, “div”, “abs”, “copy” y algunas otras méas, operan tanto
con numeros complejos como con matrices (ademds de numeros reales).

Volviendo a calcular la inversa de la matriz de coeficientes con “inv” se
obtiene (como era de esperar) el mismo resultado:

a=[[2,8,2],[1,&8,-1]1,12,-1,2]11;
[tZ, 8, 21, [1, &, -11, [2, -1, Z2]]

b=inv(a); preci=ionik,3)
[[-0.303553556, 0.5, 0.553553556], [0.111111111, o, -0.111111111],
[0.361111111, -0.5, -0.111111111]]

Como se sabe, si se multiplica la matriz inversa por el vector de cons-
tantes, se obtienen las soluciones sel sistema:

c=[[14],[13]1,[3]11;
[[14], [131, [311
precision(mul (b, ), 9)

[[e]l, [1]1. [-3]1]
Que constituye otra forma de resolver sistemas de ecuaciones lineales.

Otra propiedad que resulta de utilidad cuando se trabaja con matrices es
el determinante. Tradicionalmente el determinante se calcula con la regla de
Cramer, sin embargo, la misma sélo es de utilidad préctica para sistemas de
2 ecuaciones con 2 incdégnitas. Para sistemas con un mayor nUmero de ecuacio-
nes el método de Cramer es extremadamente ineficiente, asi por ejemplo, para
calcular el determinante de un sistema de 10 ecuaciones lineales con 10 in-
cbébgnitas se requieren aproximadamente 70 millones de operaciones, un numero
exorbitante, inclusive para las computadoras actuales.

Por ello el determinante se calcula en la préactica recurriendo a uno de
los métodos de eliminacidén, siendo el método de Gauss ligeramente més efi-
ciente que los otros. Para calcular el determinante con este método simple-
mente se multiplican los elementos que quedan en la diagonal principal, cui-
dando de no dividirlos entre si mismos. Ademéds se debe cambiar el signo con
cada intercambio de filas (o cambiar el signo final si el numero de inter-
cambios es impar). Para ello se emplea el resultado ldégico devuelto por
“pivpar”, el cual informa si ha existido cambio (true) o no (false).

La funcidén que calcula el determinante, afiadida a la unidad “mat205.js”,
es:

function mDet (b)) {
var i, j, p, c, a=mCopym{b), d=1;
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var n=a.length, m=a[0].length;
for (p=0:;p<n-1:pH+) {
if (p<n-1) if (pivpar{a,p)) d¥*=-1;
d*=a[p] [F];
for (j=p+l:j<m:j++) alpl[jl/=zlpllpl:
for {(i=p+l:i<n;it+d)
for (j=pt+l:j<m:;j++) alillil-=alillrpl*alpllil:}
d*=a[p] [F];
return d;
}
function det{a) {
if {(isMatrixr{a)})

if {(a.length==al[0] .length) returm mDet (a)
elze throw new Error{"matriz no cuadrada (det)™):
throw new Error{"matriz irregular (detc)™}:

}

Asi, para calcular el determinante de la matriz de coeficientes se escri-
be:

a=[[2,8,2],[1,&6,-1],[2,-1,2]]

[rz, &, 21, [1, s, -11, [2, -1, 2]]
detia)

-36

6.2. METODO GAUSS-JORDAN

El método de eliminacidén de Gauss - Jordédn, es muy similar al método de
eliminacidén de Gauss, sdélo que en este caso la matriz de los coeficientes es
transformada en una matriz identidad (o unidad). Asi si se aplica el método
de eliminacidén de Gauss-Jordan al siguiente sistema:

apx; t oapx, toapx; t oaux, = ¢
Ay Xy T ApX, T ApX; T ayX, T ¢ (6.8)
ay X, t apx, T oapx; toaux, = ¢
anX, toapx, toagx; toayx, = ¢
Se transforma en:
x + 0 + 0 + 0 = "
0O + x, + 0 + 0 = \
(6.9)
0O + 0 + x3 + 0 = ¢4
o+ 0 + 0 + x, = ¢,

Por lo tanto las soluciones se encuentran directamente en la columna de
las constantes. En forma matricial, la aplicacidén del método de Gauss-Jordan
da lugar a la siguiente transformacidn:

ay ap 4 dy dgs 100 0 a'y

Ay Ay Ay Ay Ays|gauss— jordan|0 1 0 0 a'y (6.10)
a3 A3z dyz Ay dss 001 0 a’sy .
Agp Qg Gy3 Ay dys 000 1 a’;
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Las operaciones que se efectlan para llevar la matriz aumentada a la ma-
triz identidad son préacticamente las mismas que en el método de Gauss, ex-
cepto que ahora la eliminacién de las columnas se la realiza no sbélo en la
parte inferior de la diagonal principal, sino también en la parte superior
de la misma. Por lo tanto, para la reduccién de las filas se emplea la misma
ecuacidén que en el método de Gauss:

a =vi [i=p+1>m—1 (6.11)
riT J=P m :
p.p

Y para la reduccidén de columnas se cambia el limite inferior de las filas
a 0:

i=0->n—1
j=pt1->2m—1, si i#p

a a a, ad

i,jT%pj%ip (6.12)

i

Al igual que en el método de Gauss, no es necesario calcular los valores
1 (de la diagonal principal) ni ceros (por encima y debajo de la misma), sin
embargo, dichos valores pueden ser asignados, después de aplicar la ecuaciédn
(6.11) y al final de cada iteracidédn en la ecuacidn (6.12).

Otra diferencia es que ahora el pivote va desde 0 hasta n-1,

Para comprender mejor el método, se volverd a resolver el sistema de
ecuaciones (6.7)

Los datos son:

a=[[2,8,2,14],[1,6,-1,15],[2,-1,2,5]];p=0;p=a.length;m=a[0] . length;
4

Siendo “n” y “m” el nUmero de filas y columnas de la matriz. Ahora se re-
duce la primera fila y la primera columna (p=0), aplican las ecuaciones
(6.11) yv (6.12):

for(j=p+l:j<m;i++) alpl il =alpllel: alpl[pl=1l:; for(i=0;i<n;i++) if
(il=p)} {for(i=p+l:3i<m:i++) alil[i]l-=alel[i]l*alil(p]l: ali][rp]l=0:} =a
[[lr 4!’ lr "T]ur [Clur 2, —2, 3]!’ [Clur _gr I:'ur _9]]

Se incrementa el valor del pivote (p=l) y se reduce la segunda fila y la
segunda columna:

pt++: for(i=p+l:i<m:j++) alpl[il/=alpllel:; alpl(pl=1l; for(i=0;i<n;i++)
if (i'=p) {for(i=p+l;3<m:i++) alil[d]l-=alel[J]1*alil(pl:; ali][p]l=0:} =a
[[lr I:'ur E'ur _g]r [Clur lr _lr 4]!’ [Clur I:'ur _gr 2'?]]

Finalmente se incrementa una vez mas el valor del pivote (p=2) y se redu-
ce la tercera fila y tercera columna:
p++:; for(i=p+l:Ji<m:i++) alpl[il/=alpllpl: alpl[pl=1; for(i=0;i<n;i++)
if (i'=p) {for(i=p+l:;3<m;i++) alil[d]l-=alel[i]1*alil(pl: ali]l [p]l=0:} a
rr1, o, o, &1, [O, 1, O, 11, [O, O, 1, -3]]

Como se puede ver, la matriz de coeficientes queda reducida a una matriz
unidad y en la Ultima columna se encuentran las soluciones del sistema:
x1=6; x2=1; x3=-3.

6.2.1. Algoritmo y cédigo - pivotaje parcial

El pivotaje en si, tanto parcial como total, no cambia, por lo que en
este método se emplean las funciones desarrolladas en el anterior método.

El algoritmo del método se presenta en la siguiente péagina.
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Jordan con pivotaje parcial.

gaussj: Método de eliminacién de Gauss ﬁ

recbira )----- { a: Matriz aumentada. ﬁ

(n,m = N° de filas y columnas en a)

J

ﬁ@esde j=p+1 hasta m-Di

)

(i=itt - ( aaifam )

[p=n]

Hdesde i=0 hasta n-1 >7

[i<>p]
desde j=p+1 hasta m-1

a,=a;8p" ap,

devolver aaiin->m-1

Y el codigo respectivo, afiadido a la libreria "mat205.js" es:

Tfunction gau=ssj({b) |
var i, j, p, a, cr
var n=b.length, m=b[0] .length;
a=new Array(n); for (i=0;i<n;i++) a[i]l=b[1i].=lice(}
for (p=0:;p<mn:;p++) {
if (p«n-1) pivpar{a,p):
for (j=p+l:j<m:j++) alpl[il/=zalpllpl:
for (i=0:;i<n;it+)
if (i'=p) for (J=p+l:3<m;j++) al[il[j]1-=ali]l [pl*ale] [3]1-}
c=new Array{n) :f/HMatriz resultante
for (i=0:;i<n;it++){
c[i]l=new Array{(m-nj
for (j=n;j<m;j++)
e[i] [i-nl=al[i]l[jl-}
return c;

}

Que puede ser probado con la matriz del ejemplo manual:
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a=[ [2,-3,2,14], [lr Er_lrlE:lr [zr_lr2r5]]: gE'J.SSj I:E:I
[[el, [11, [-3]]

6.2.2. Algoritmo y cédigo - pivotaje total

gaussjpt: Método de eliminacion de Gauss
Jordan con pivotaje total.

recibir a

Cn,m = N° de filas y columnas en a>

J

\desde p=0 hasta n-1 )

_____ { a: Matriz aumentada.ﬁ

‘ desde j=p+1 hasta m-1
)

<j=j+1H =3 /ap, >

[p=n]

( desde i=0 hasta n-1 D

[i<>p]
desde j=p+1 hasta m-1

a =& apj

L

o PR
desde i=0 hasta n-1 )
}& [vi<>i]

S desde k=i hasta n-1 )

aux=a;; a=ay; a;=aux; Vi=v; ViEi

devolver a,nsm-1
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Y el cbédigo respectivo, afiadido a la unidad “mat205.js”, es:

Tfunction gaussjpti{b) {
var i, j, p, k, 1, aux, a, c;
var n=b.length, m=b[0].length, v=new Array() :
a=new Array(n); for (i=0;i<n;i++) a[i]=b[i].=lice()
for (i=0:;i<n;it++) v[i]=i:
for (p=0:;p=<mn:;pt+) {
if (p=n-1) pivtot{a,p,v):
for (j=p+l:j<m:j++) alpl [31/=alpllpl-
for (i=0:;i<n;it+)
if (i!'=p) for (J=p+l;3<m;j++) alil[jl-—=alillpl*alel[il:}
for (i=0:i<n:i++)//Ordenamiento de filas
if {(v[i]!'=i) {
for (k=i;k<n:;k++) if (i=v[k]) break:
aux=al[i] ral[il=alk] ralkl=aux:;v[k]l=v[1i]v[i]l=1:}
c=new Arrayi{n) ://MHMatriz resultante
for (i=0:;i<n;it++){
c[i]l=new Array{(m-nj
for (j=n:;j<m;jt++)
cl[i] [i-n)l=al[i]l[jl-}
return c;

}

Haciendo correr el programa con los datos del ejemplo manual, se obtienen
los resultados correctos:

a=[[2r3r2r14]r[lrﬁr_lrlEJr[zr_lrerJJ: gaassjpt(a]
[[el, [11, [-3]1]
6.3. METODO DE ELIMINACION DE CROUT

El método de Crout es el primero de los métodos de factorizacidédn (o des-
composicién) que se estudia en este tema. El fundamento general de estos mé-
todos es el siguiente:

Dada la matriz A:

a a
A= 22 24 (6.13)

Se puede demostrar que la misma puede ser expresada como el producto de
dos matrices triangulares, una inferior “L” y otra superior “U”:

a;; dp diz 4y I, 0 0 O Lowy, uy uy,

g=|%21 G do Gy Ly L, 0 0 % 0 T uy uy, —LXU (6.14)
a3 A3 Q33 Ay Ly Ly I3 0O 0 0 1wy,
Ay Ay Qyz Gy Ly lp 1y 1y 0 0 0 1

A este proceso, el de calcular los elementos de las matrices triangulares
“L” y “U” para una matriz cuadrada “A”, se conoce como descomposicién LU o
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factorizacién LU y es el proceso en el que se basan los métodos de Crout,
Doolittle y Cholesky.

El proceso de descomposicidédn no es unico, las posibles combinaciones de
“L” y “U” son infinitas. En general, sin embargo, son tres las formas de
descomposicidén mads empleadas en la préactica.

La descomposicidén de Crout, que corresponde a la descomposiciédn mostrada
en el ejemplo, es decir aquella en la cual los elementos de la diagonal
principal en “U” son unos.

La descomposicién de Doolittle, en la cual los elementos de la diagonal
principal en “L” son unos, es decir:

a;; dp 43 4y 1 0 0 O Uy Uy Uiz Uy
a, a,, a, a / 1 0 O 0 u, u, u
A: 21 22 23 24 | — 21 X 22 23 24 :LXU (6.15)
sz ds 4y Ay Ly I, 1 0 0 0 uy uy,
Ay Ay Ay Ay Ly 1y 151 0 0 0 uy,

Y la descomposicién de Cholesky, en la cual U es la transpuesta de L, es
decir:

ay ap ap a4y Iy 0 0 0 Ly Ly Ly Ly
Y=|%21 G Gy Gu|_ Iy h, 0 0 > 0 Iy Iy [y —LXU (6.16)
ay Ay Ay ayl| |y Ly ;0 0 0 Iy Iy
Ay Ay Ay Ay ly Ly 1z 1y 0 0 0 I,
Tomando en cuenta el siguiente sistema de ecuaciones:
apx; toapx, toapx; +oauxy = b
ayx, t oapx, + apx; + oayx, = b (6.17)
ayx; t+ oapx, t oapxs toayx, = b
ayx, + apx, * agx; * aux, = b,

Una vez realizada la factorizacién, las soluciones pueden ser calculadas,
empleando las matrices triangulares obtenidas:

A-x=L-U-x=b (6.18)
Multiplicando ambos lados de la ecuacién por L7!, se obtiene:
L"“LUx=IU-x=U-x=L"b=c (6.19)
De donde se obtienen las igualdades:
Ux=c (6.20)
L b=c (6.21)

Que corresponden a dos sistemas de ecuaciones lineales. Para resolverlos
primero se calculan los valores de “c¢” y con ese fin se multiplican ambos
lados de la ecuacién (6.21) por L:

-1
L-L b=I-b=b=L-c (6.22)
Con lo que se forma el sistema de ecuaciones lineales:

L-c=b (6.23)
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Que puede ser resuelto directamente, porque es un sistema triangular in-

ferior. Asi para el sistema (6.17) el sistema triangular inferior que se
forma (asumiendo la descomposicidén de Crout) es:

[ c = b
Lye, + Ilye = b, (6.24)
Iy + Ilne, + o = b,

lye, + lpey + 1 t o lye, = by

Como se puede ver, c; se calcula con la primera ecuacidén, co con la segun-
da y asi sucesivamente. En general, para un sistema con “n” ecuaciones los
valores de “c¢” se calculan con:

43C3

i—1
bi_zlik'ck
k=1 .
cE————— [1:1 >n
[
Esta ecuacidén puede ser generalizada para el caso en el que “b” es una

matriz en lugar de un vector (que es lo que ocurre cuando se resuelven, si-
multdneamente, sistemas de ecuaciones lineales o se calcula la inversa):

(6.25)

il

i—1

h"E:L“C‘
P =N PR Ty (6.26)

ST Lmtem

Donde “m” es el numero de columnas de la matriz “b” y “n” es el ntmero de
filas del sistema de ecuaciones.

Una vez calculado el vector “c¢”, se encuentran las soluciones resolviendo
el sistema de ecuaciones lineales (6.20). En este caso se trata de un siste-
ma triangular superior y por lo tanto puede ser resuelto por sustitucidn ha-
cia atrds (igual que en el método de Gauss). Asi para el sistema (6.17)
(asumiendo la descomposicidén de Crout) se tiene:

X ot oupx, toupx; *toupx, = ¢
Xy T oupXy touyx, =6 (6.27)

X3 T UyXy T C3

X, = ¢,

Es decir se calcula x4 con la uUltima ecuacidén, x3 con la pentltima y asi

sucesivamente. En general, para un sistema con “n” ecuaciones los valores de
“xi” se calculan con:

n
C;— z Uy Xy
k

= (6.28)
= 1 .
x=— {zzn->1
U
Para el caso general en el gque “c¢” es una matriz, se tiene:
n
C.— z U, "X,
ij ik ¥ kj .
k=i+1 i=n=>1 (6.29)

Donde “m” es el numero de columnas de la matriz “c¢” y “n” es el nUmero de
filas.
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La factorizacidén (o descomposicidén) matricial es particularmente util
cuando en un problema dado sbélo cambian las constantes del sistema. En ese
caso se calculan las matrices “L” y “U” (se realiza la factorizacidén) una
sola vez y luego si el valor de las constantes cambia, se pueden calcular
las nuevas soluciones directamente con las ecuaciones (6.23) y (6.26) (sin
necesidad de recalcular “L” y “U”).

En base a esta exposicién, las ecuaciones que permiten calcular las ma-
trices “L” y “U” en la descomposicién de Crout, son las siguientes:

p—1
lip:aip_kz_; lik'ukp [l:p_)n
u, =1
r - p=1-=>n (6.30)
apj_]; lpk'uki
u,= ; [] =p+l1-n
p

Estas ecuaciones han sido deducidas tomando en cuenta que la multiplica-
cién de las filas de la matriz “L” por la primera columna de la matriz “U”
es igual a la primera columna de la matriz “A”; que la multiplicacidén de la
primera fila de la matriz “L” por las columnas 2 a “n” de la matriz “U” es
igual a los elementos 2 a “n” de la primera fila de la matriz “A”; que la
multiplicacién de las filas de la matriz “L” por la segunda columna de “U”
es igual a la segunda columna de “A”; que la multiplicacidén de la segunda
fila de la matriz “L” por las columnas 3 a “n” de la matriz “U” es igual a
los elementos 3 a “n” de “A” y asi sucesivamente.

”

Si no se almacenan los ceros ni los unos de las matrices “L” y “U”, ambas
matrices pueden ser almacenadas en una sola, asi las dos matrices de la
ecuacidén (6.15), pueden ser almacenadas como:

Ly uy oy Uy
Ly Dy oty oy,
(6.31)
Ly Ly Ly uy
141 142 143 144
Donde se sabe que la matriz triangular “U” tiene unos en su diagonal

principal y que el resto de los elementos son cero. Asi se ahorra memoria vy,
mas importante atn, se simplifican los céalculos.

Si estos elemento se almacenan en la matriz “A”, las ecuaciones (6.30) se
transforman en:

p—1
aip_aip_z Ay, akp ll_p-) n
k=1

p=l p=1-=>n (6.32)
alz/_;aﬁk'ak/
a,= p |]:p+1+n
p

Las ecuaciones (6.23) y (6.26), con las cuales se calculan las soluciones
del sistema, deben ser reescritas para tomar en cuenta este cambio, pero, si
ademés las soluciones se almacenan en la matriz de constantes “b” y se toma
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en cuenta que los elementos de la diagonal principal en “U” son unos, se
transforman en:

i—1

b.—) a,b,.
b= ; YV fi=1on (6.33)
v a;; j=1=>m
n - _)1
b=b — a., b, 1t=n (6.34)

A esta forma se denomina esquema compacto y es la forma mas empleada en
la préactica. Al momento de programar estas ecuaciones, se debe recordar que
en Javascript el primer indice de las matrices y vectores es 0, por lo que
los limites de las ecuaciones deben ser cambiados para tomar en cuenta este
hecho.

Para comprender mejor el método se aplicard manualmente el mismo al si-
guiente sistema de ecuaciones:

2x, + 8x, + 2x; = 14
x, + 6x, — x3; = 13 (6.35)
2x, — x, *+ 2x3 = 5

Los datos son:

a=[[2,8,2],[1,6,-1],0[2,-1,2]]; b=[[14],[13],[3]]; n=a.length; p=0;
0

Con los mismos se calculan los elementos de la primera columna de “L” y
de la primera fila de “U” (ecuaciones (6.32)):

for({i=p;i<n;it++) {5=0; for(k=0;k<p;k++) st=ali] [kl*alk][pl; alil [p]l-
=s;} for(j=p+l;i<m;i++) {=2=0; for(k=0;k<p;k++) st=a[pllkl*alk]l[il; alpl
[i1=(alpl [i]1-=)falpllpl;:} =2
[z, 4, 11, 11, &, -11, [2, -1, Z2]]

Luego, se incrementa “p” y se calculan los elementos de la segunda colum-
na de “L” y la segunda fila de “U”:

pt+; for(i=p;i<n;i++) {5=0; for(k=0;k<p;kt++) s+=ali] [k]l*alk] [pl; alil
[pl-=s;} for(j=p+l;j<mn;i++) {s=0; for(k=0;k<p;k++) s+=alpllk]*alk][1];
alpl[31=(alpl [i]-s)/alpllpl;} a
[z, 4, 11, [1, 2, -11, [2, -8, Z1]

Finalmente se incrementa el valor de “p” (a 2) y se calcula la tGltima co-
lumna (de “L”):

pt+; for(i=p;i<n;i++) {3=0; for(k=0;k<p;kt++) st+=ali] [k]*alk][pl; alil
[pl-==;} for(j=p+l;j<n;j++) {5=0; for(k=0;k<p;k++) s+=a[pllkl*alkl[i]l;
a[pl [11=(alp]l [1]1-=)falp]l [pl;} a
[[Er 4: 1]|r [1|r 2: _1]|r [Er _gr —9]]

De esa manera se obtienen las matrices triangulares “L” (los elementos de

la diagonal principal e inferiores) y “U” (los elementos encima de la diago-
nal principal).

Ahora se calcula las soluciones aplicando primero la ecuacién (6.33) (con
=0 pues en este caso “b” es un vector columna) :
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3=0; for(i=0;i<n;i++){s=0;for(k=0;k<i;k++) st=ali] [k]*k[k]l[i]; EBI[i]lI[]i]=
(b[i]1[3]1-s)/alil[il;}; b
[[71, [31, [-Z2]11]
Y luego la ecuacidén (6.34):

for(i=n-1;i>=0;i--) {==0;for(k=i+l;k<n; k++) =+=ali] [k]*k([k][j]; BI[i][]]-
:5;:. kb
[[=1. [11, [-21]

Que son las soluciones del sistema (x:=5; x,=1; xX3=-2).
6.3.1. Pivotaje Parcial en los métodos de factorizacién

Al igual que en los métodos de Gauss y Gauss Jordadn en los métodos de
factorizacién se debe evitar que el elemento pivote sea cero y con ese fin
es necesario realizar un pivotaje parcial.

En estos métodos, sin embargo, se debe mantener un registro de los inter-
cambios de filas realizados, pues es necesario ordenar la matriz de las
constantes (“b”) en funcidén a dichos intercambios. Alternativamente se puede
trabajar con la matriz aumentada, pero con ello se pierde la principal ven-
taja de estos métodos: la de calcular nuevas soluciones empleando las matri-
ces “1” y “u” ya calculadas (matriz factorizada).

El algoritmo para el pivotaje parcial en estos casos es:

métodos de factorizaci

t_____pivpadu: Pivotaje parcial en los ﬁ
on.

( recibir a, p, o >\ a: Matriz aumentada.
N p: Pivote.

<k=p; n=N° de filas de a> o: Matriz de permutaciones.

¢6esdei=p+1ha§arv]\

[1aip]>lakl]

e

[a,=0]

[k<>p] ‘Manhhonmgénedj

N

%{desde j=0 hasta n-1 )—\ \~\
5

@ux =ay; ay = ay; ag = aua (' generar error

(j =j+1 aux = 0yj; Op; = Oy; Oy =auD

e
O

Como se puede ver, para el seguimiento de los intercambios realizados, se
emplea una matriz de permutaciones “o”, que inicialmente serd igual a la ma-
triz unidad. Cada vez que se intercambien dos filas en la matriz “A”, se in-
tercambiardn las mismas filas en la matriz de permutaciones “o”, entonces,
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los intercambios de filas hechos en la matriz “A”, podrdn ser replicados en
la matriz “b”, simplemente multiplicéndola por la matriz “o”.

El cdédigo, afiadido a la libreria “mat205.73s”, es:
function pivparlu{a,p,o) {
var aux,i,k=p.,n=a.length;
for {(i=pt+l:;i<n;it++)
if (abs(a[i] [p]l)>abs(alk]l[p]l)) k=i:
if {(a[k][p]l=0) throw new Error({"Siztema homogéneo (pivparlua)™):
if (kl=p)
for (j=0:;j<m:;j++) {
aux=a[p] [317 alpl [31=alk]l[3]1; alk][jl=aux:
aux=c[p] [31¢ olpl [3]1=clk]l[3]: olk]l[jl=au=x:

}

Haciendo correr el programa para la matriz de coeficientes del siguiente
sistema (donde evidentemente se requieren intercambios de filas):

2x, + x3 = 5
X, = -1 (6.36)
-2

3x, + X,
Se obtiene:

a=[[0,2,1],[1,0,01,[3,0,1]1);c=[[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]1]:
pivparlu(a,0,0); write(a); o
[r, o, 11, [, o, o1, [0, 2, 111
[[@, O, 11, [0, 1, 01, [1, O, 011

Donde, como se puede ver, se han intercambiado las filas 1 y 3, cambio
que se refleja en la matriz de permutaciones “o” (recuerde que en las conso-
las se debe emplear “console.log” en lugar de “write”).

A\

Haciendo correr el programa con la matriz resultante, para “p=1", se ob-

tiene:
pivparlu(a,l,o); write(a); o
(s, o, 11, o, 2, 11, [i, o, 011
(e, o, 11, 1, o, 01, [0, 1, O11

Que una vez més corresponde al intercambio de filas esperado (filas 2 vy
3) y el respectivo intercambio en la matriz de permutaciones (“o”).

Simplemente para demostrar que la matriz de permutaciones “o” permite re-
producir los intercambios de filas realizados, se multiplica la matriz de
permutaciones por la matriz original:

mal (o, [[0,2,1],01,0,0],03,0,11])
(s, o, 11, o, 2, 11, [1, 0, 0J]

Y como se puede ver, se obtiene la matriz resultante de los intercambios.
6.3.2. Factorizacién LU
El algoritmo para factorizar (descomponer) una matriz por el método de

Crout y el cédigo respectivo afiadido a la libreria “mat205.js”, se presenta
en la siguiente pagina.
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recibir a

croutlu: Factorizacién LU por el
método de Crout

~~~~~ { a: Matriz de coefcientesﬁ

( n=N°defilasen a )

L

< 0 = matriz unidad de n*n )

L

kdesde p=0 hasta n-1 )

desde i=p hasta n-1 )

esde k=0 hasta p-1

F(d

L

<k=k+1>eCs = s+aik*a@

desde j=p+1 hasta n- 1j

esde k=0 hasta p-1

FCd

p=p+1

Tfunction croutlul{b) {

devolver a, o

var i,j.k,p.s,.a=mCopyvm{b}) n=a.length, o=new Array{n}) :

for {(i=0;i<n;it++) {

o[i]l=new Arrav{n):

for (j=0:j<n:j++) o[i]l[j]l= i=3 2 1 : 0O:}

for (p=0:p<n:;p++) |

if {p<n-1) pivparlu{a,p,o)’;

for (i=p;i<n;it+t+) {

for (=2=0,k=0:k<p:k++) =+=a[i] [E]l*alk]Ir]:

al[il [p]l-==-}

for (j=pt+l;j<n;jt++) {
for (s=0,k=0:k<p:k++) s+=a[p]l[k]l*a[k]l[i]:
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alpl [31=(alp]l [i1-=)/alp]lp] -}
}
return [a,0]:

}

Haciendo correr el programa con los datos del ejemplo manual se obtienen
los mismos resultados que en dicho ejemplo:

a=[[2,8,2],[1,6,-11,[2,-1,2]];r=croutlu(a)
(rr2, 4, 11, i, &, -1, 4, -s, -s11, rri, o, o], [o, 1, o1, [0, O, 1]11]

Y con la matriz de coeficientes del sistema (6.36):
a=[[0,2,1),[1,0,01,[3,0,1]1]; r=croutlula)

[[[3, 0, 0.3333333333333333], [0, 2, 0.3], [1, 0O, -0.333333333333333311.,

[fe, o, 11, [i, o, 01, [0, 1, 0111

6.3.3. Calculo de las soluciones

Una vez que se tiene la matriz factorizada y la matriz de permutaciones,
se pueden calcular los resultados aplicando los procesos de sustitucién ha-
cia adelante y hacia atréds (ecuaciones (6.33) y (6.34)).

El algoritmo se presenta en la siguiente pagina y el cédigo respectivo,
afiadido a la libreria “mat205.js”, es:

function croutsol{r,c)y {
var i,j,k,s,a=r[0],0=r[l] . ,n=a.length, m=c[C0].length,b;
b=mml {o,c})
For (i=0:;i<n;itt+)
for (j=0:;j<m:j++) {
for (s=0,k=0:k<i:k++) s+=a[i] [k]1*b[Kk]l[i]:
bl[i]1[31=(b[i]l[j1-=)/ali]l[i]:}
for (i=n-1;i>=0;i—-)
for (j=0:;j<m:j++) {
for (==0,k=i+l:k<n:k++) st+=al[il [k]1*b[k][i]:
bBIi][i]-—==:}
return b;

}

Haciendo correr el programa con los datos del ejemplo manual se obtiene:

a=[[2,8,2],[1,6,-11,[2,-1,2]]; b=[[14],[13],[3]]; r=croutlu(a);
croutsol (z,b)
[[=1, [11, [-2]11
Que son los resultados correctos, lo mismo sucede con los datos del sis-
tema (6.360):

a=[[C,2,1],0[1,0,01,03,0,111; b=[[>31,[-11,[-2]1]1; r=croutlu(a);
croutsol (r, k)
[[-11, [2]1, [1.0000000000000002]11

Si el método se emplea principalmente para resolver sistemas de ecuacio-
nes lineales independientes, en lugar de sistemas de ecuaciones lineales re-
lacionados (los cuales difieren uUnicamente en la columna de las constantes)
resulta més practico agrupar las dos funciones en una sola. Dicha funciédn,
que ha sido creada y afiadida a la libreria “mat205.js”, tiene el siguiente

cbébdigo:
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croutsol: Calculo de las soluciones ™
3 """" con el método de Crout
( recibir r, b }\ r: Vector con la matriz de k
I “~~.] coeficientes «a» y de
N . permutaciones «o».
C a=fo; 0=n; N=N° de filas en a ) b: Matriz de constantes.

N
< m = N° de columnas en b )

——{ desde =0 hastan-1 }————
N

%(desdeFO hasta m-1 )

PCdesde k=1 hasta i-1
N

(kek+t k(s =stayby

i=i+1
J
H desde i=n-1 hasta 0 >7
N

%(desdeFO hasta m-1>7

s=0
ﬁ@esde k=i+1 hasta n-1
N}

<k=k+1 S = S+aik*bkj

i=i-1

Tfunction crout{a,b) {
return croutsol (croutlufa) . b)

}

Haciendo correr el programa con los anteriores sistemas, se obtiene, como
era de esperar, las mismas soluciones, pero con una instruccidn:

a=[[2,8,2],[1,6,-11,[2,-1,2]1; b=[[14],[13], [5]]; r=crout(a,b)
[[51, [11, [-2]]

ﬂ.=[ [I:Irzrl]r [lr':lr':l]r [Er':lrl]]:' b=[ [5]'. [—l]r [—2]]; CID.J-tl:ﬂrh}
[[-11, [2], [1.0000000000000002]]

Sin embargo, como se dijo, la principal ventaja de los métodos de facto-
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rizacidén es la de permitir resolver sistemas de ecuaciones lineales que sblo

cambian en las constantes. Por ejemplo, para resolver los siguientes siste-
mas de ecuaciones:

x, + 2x, + 3x; = 21
5x, — 9x, + 2x, = 12
3x1 + .X2 - 4X3 = 15

yi + 2y, + 3y; = 11

Syp = 9+ 2y; =2 (637)
3y o+ Y2 — 4y = 4
zy, + 2z, + 3z; = 1
5z, — 9z, + 2z; = 2
3z, + z, — 4z; = 3

Se factoriza (una sola vez) la matriz de coeficientes:

a=[[1,2,3]),[5,-9,2],[3,1,-4]]; r=croutluia)
[[[5, 1.8, 0.4], [1, 3.8, 0.6B42105263157885], [3, 6.4,
-8.57894736842105311, [[O0, 1, O1, [1, O, O], [Q, O, 1111

Entonces con la matriz factorizada (y la matriz de permutaciones guarda-
das en “r”), se calculan las soluciones del primer sistema:

b=[[211, [12],[15]]; croutsclic,b)
[[7.203296703296704], [3.21428B57142857144), [2.456043956043858]]

Es decir que x;=7.203296703296704, x,= 3.2142857142857144 y x3=2.456043
956043956. Se procede de forma similar para el segundo sistema:

b=[[111,[2],[4]1]; croutsclr,b)
[[2.B57142857142857], [1.7142857142857144], [1.571428571428571a]]

Por lo tanto: y1=2.857142857142857, y,=1.7142857142857144 y
y3=1.57142857142 85716. Y para el tercero:

b=[[11,[21,[3]1]; crout=ol(r,b)
[[0.8186813186813187], [0.21428571428571425], [-0.08241758241758239]]

Es decir que: 2z;=0.8186813186813187, z,=0.21428571428571425 vy Z3=-—
0.08241758 241758239.

Es posible, también, resolver los tres sistemas simultdneamente si se
crea una matriz con las constantes de los tres sistemas:

b=[[21,11,1]1,[12,2,2],[15,4,3]]; croutsol(r.b)
[[7.203286703296704, Z2.857142857142857, 0.8186B13186B813187],
[2.2142857142857144, 1.71428357142857144, 0.214285T71428571423],
[2.4360430560430936, 1.37142853714285716, -0.08241738241738239]]

Donde las soluciones del primer sistema se encuentran en la primera co-
lumna, las del segundo en la segunda y las del tercero en la tercera.

Los métodos de eliminacidén permiten resolver también (simultédneamente)
sistemas de ecuaciones que sb6lo difieren en las constantes. Para ello se
crea la matriz aumentada con las columnas de constantes de todos los siste-

mas. Asi para resolver los sistemas (6.36) con el método de Gauss-Jorddn se
escribe:
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a=[[1,2,3,21,11,1],[5,-9,2,12,2,2],[3,1,-4,15,4,3]]; gaus=]j(a)
[[7.203296T032867035, 2.B5T142857142857, 0.8186813186B13187],
[3.2142857142857144, 1.7142857142857142, 0.214285T71428571427],
[2.43604395360430936, 1.37142835714285714, -0.08241738241738236]]

Y como se puede ver se obtienen los mismos resultados (despreciando los
errores de redondeo caracteristicos de los céalculos numéricos). Sin embargo,
si se emplean los métodos de eliminacién para resolver cada sistema por se-
parado, se repiten las mismas operaciones para cada sistema, lo que repre-
senta una pérdida de tiempo. Esto se puede evitar si se calcula la inversa
de la matriz de coeficientes:

a=[[1,2,3],15,-9,21,13,1,-4]11; c=inv(a)

[[0.18681318681318682, 0.06043856043856045, 0.17032967032967034],
[0.14285714285714288, -0.07142857142857144, 0.07142857142857142],
[0.17582417582417584, 0.027472527472527472, —0.1043856043956044]]

Y luego, se emplea esta matriz para resolver los tres sistemas (uno por
uno) multiplicadndola por la columna de constantes:

b=[121], [12], [15]]; mul{c,kb)

[[7.2032096703206704], [3.2142857142857144], [2.456043956043956]]
b=[[11,12],[3]1]; mul(c,b)

[[0.8186813186813187], [0.21428571428571427], [-0.0824175824175824]]
b=[[21], [12],[15]]; mul(c,b)

[[7.203296703296704], [3.2142857142857144], [2.456043956043956]]

Por supuesto, con la matriz inversa, es posible también resolver los tres
sistemas a la vez:

b=[[21,11,1],[12,2,2],[15,4,3]]; mul(c,b)
[[7.203296703296704, 2.8571428571428568, 0.8186813186813187],
[3.2142857142857144, 1.7142857142857144, 0.21428571428571427],
[2.456043956043956, 1.5714285714285716, -0.0824175824175824]]

6.4. METODO DE DOOLITTLE

Como ya se dijo, cuando en la factorizacidén L-U, la matriz triangular in-
ferior queda con unos en la diagonal principal, el proceso se conoce Ccomo
el método de Doolittle (ecuacidn (6.15)).

Las ecuaciones para el célculo de las matrices “L” y “U” son:

p—1
“WZGW‘EQCm“@[J=P*n
l,,=1
pp - p=1->n (6.38)

a;,— Z lik'”kp
_ k=1 .
l,= » li=p+1-n
pp

Y se deducen de manera similar al método de Crout, sbélo que ahora los
elementos de la matriz original “A” se calculan en el orden: fila 1, columna
1, fila 2, columna 2, fila 3, columna 3 y asi sucesivamente.

Sin embargo, y al igual que en el método de Crout, no es necesario guar-
dar los ceros ni los unos de las matrices, por lo que las dos matrices (“L”
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y “U”) pueden ser guardadas en una:

Uy Up Uiz Uy

Ly uy Uy uy (6.39)
Ly Ly usy uy,
Ly Ly Lz uy

Si esta matriz se guarda en la matriz “A”, las ecuaciones (6.38) se
transforman en:

p—1
am=am‘g%%ma@[f=p+"
p=l p=1->n (6.40)
aip_ Z aik.akp
aip=L [i:p+ 1=n
a
pp

Las ecuaciones para el calculo de las soluciones, tomando en cuenta que
ahora “1” tiene la diagonal con unos y guardando las soluciones en la matriz
de constantes “b”, son:

i—1 .
ho=b-SN a.-p. |i=1>n (6.41)

n

bij_ Z aik'bkj [

i=n-1 (6.42)
j=1=>m

— k=i+1
b,=

a;

Para comprender mejor el proceso se aplicard manualmente el método de Do-
olittle al sistema (6.35), los datos son:

a=[[2,8,2],[1,6,-1],[2,-1,2]]; b=[[14],[123],[3]1]; n=a.length; p=0
0

Ahora se aplican las ecuaciones (6.40) para calcular la primera fila y
columna de “U” y “L”:

for{i=p;i<n;3++) {==0; for(k=0;k<p;k++) s+=alp]llkl*alk]l[3]; alpl[il-==;!}
for(i=ptl;i<n;i++) {==0; for(k=0;k<p;k++) =+=ali] [k]*al[k][pl; alil[pl=
{a[i]l [p]-s)/alpl[pl;} a
[[2, Er 2]: ['3-51' Er _l]r [lr _lr 2]]
Ahora se procede con la segunda fila y columna de “U” y “L” (incrementan-

do \\pll):

pr+; for(ji=p;i<n;i++) {==0; for(k=0;k<p;k++) s+=alp][kl*alk][i]l; alp]
[1]1—==;} for(i=p+l;i<n;it++) {==0; for(k=0;k<p;k++) st+=ali] [k]l*alk] [p]:;
alil [p]l=(alil [p]-=)/alpllpl;} a
(rz, &, 21, [0.53, 2, -2], [1, -4.5, 2]]
Finalmente se calcula la ultima fila de “U” (y la uGltima columna de “L”):

pt+; for(j=p;j<n;j++) {==0; for(k=0;k<p;k+t) s+=alp] [k]*alkl[]i]l; alp]
[4]1—==3;} for(i=p+l;i<n;i++) {5=0; for(k=0;k«p;kt+) s+=ali] [k]*a[k] [p];
alil[pl=(alil[pl-s}/alpllpl:} a
[rz, &, 21, [0.5, 2, -2], [1, -4.5, -9]1]
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Entonces se calculan las soluciones aplicando primero la ecuacidén (6.41):

3=0; for(i=0;i<n;it++) {s=0; for(k=0;k<i;kt++) st=al[i] [k]*blk]l[i]l; bli]
[i1-==;} b
[[14], [&], [1E]]
Y luego la ecuacidédn (6.42):
for({i=n-1;i>=0;i—-) {==0; for(k=i+l;k«<n;k++) =+=ali] [k]1*b[k][j]; E[i]
[i]1=(b[i] [1]-=)/a[i][i];} Db
(021, [11, [-2]]
6.4.1. Fatorizacién LU
y “U” por el método de Doo-

El algoritmo para calcular las matrices “L”
little es el siguiente:

doolittlelu: Factorizacién LU por
el método Doolittle.

recbira  }---__ { a: Matriz de coeficientes ﬁ

( n=N°de filasen a >
< 0 = matriz lj;ﬂdad de n*n >
N

Hdesde p=0 hasta n-1>7

%Cdesde j=p hasta n-1 )7

ﬁ(desde k=0 hasta p-1
L

<k=k+1>e@ = s+apk*a@

2

@esde i=p+1 hasta n-1

ﬁdesde k=0 hasta p-1
L

<k=k+1>e@ = s+aik*a@

devolver a, o
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Y el cbébdigo, afiadido a la libreria “mat205.js”, es:

Ffunction doolittlelu{b) {
var i,j.k,p,s.a=mCopvm(b) ,n=a.length,o=new Array(nj
for (i=0:i<n:it++) {
o[i]=new Array{n})
for (j=0;j<n:;j++) o[i][jl= i=]j 2 1 : O:r}
for (p=0:;p=<mn:;pt+) {
if (p=n-1) pivparlu{a,p.o):
for (j=p:rij<n:j++) {
for (==0,k=0:k<p:k++) s+=a[pllkl*alk]l[il:
alp] [3]1-=s5-}
for (i=p+l:i<n;i++) {
for (s=0,k=0:;k<p:k++}) st+=a[i] [k]l*z2[k] [E]:
a[il[pl=(2[il1[r1-=)/alplel:}
¥
return [a,o]:

}

Haciendo correr el programa con la matriz del ejemplo manual se obtiene:

a=[[2,8,2],[1,6,-1],[2,-1,2]]; doolittleluia)
(re2, &, 21, [0.5, 2, -21, [1, -4.5, -911, [[1i, O, O], [O, 1, O], [DQ, O,
1111

Que son los resultados obtenidos en dicho ejemplo (ademds de la matriz de
permutaciones) .

6.4.2. Calculo de las soluciones

Con las matrices triangulares inferior, superior y la matriz de permuta-
ciones (en una matriz aumentada), se pueden calcular las soluciones del sis-
tema aplicando las ecuaciones (6.41) y (6.42). El algoritmo se presenta en
la siguiente péagina, siendo el cdédigo (afiadido a “mat205.7js”):

function doolittle=sol{r,c) {
var i,j.,k,s,a=r[0],c=r[l].,.n=a.length. . n=c[C].length,b;
b=mul {o,c})
for (i=0:;i<mn:;it++)
for (j=0:;j<m:j++) {
for (3=0,k=0:k<i;:k++) s+=al[il[k]l*b[k][i]:
BIi][j]-—==:}
for (i=n-1:i>=0;i--})
For (j=0:j<m;j++) {
for (s=0,k=i+l;k<n;k++) st+=a[i] [k]l*b[k]l1[]]:
b[il1[j1=(b[i1[il1-=)/alil[i]:}
rekturn b;

¥
Haciendo correr el programa con los datos del ejemplo manual se obtiene:

a=[[2,8,2],[1,6,-1],[2,-1,2]]; b=[[14],[123],[3]]; r=doolittlelu(a);
doolittle=sol(r,b)
(21, [11, [-2]]
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doolittlesol: Calculo de las soluciones
3 """" con el método doolittle.
C recibir r, b >\ r: Vector con la matriz
I “~<.] factorizada «a» y la matriz
de permutaciones «o».
<a=r0; o=r;; n = N° de filas en a) b: Matriz de constantes.

N
< m = N° de columnas en b )

Hdesde i=0 hasta n-1)7
!
\/desde j=0 hasta m-1 )

desde k=0 hasta i-1

i=i+1
)
Hdesde i=n-1 hasta 0>7
J
+(" desde j=0 hasta m-1>7

bjj = (bi-s)/ay

Al igual que en el método de Crout, las dos funciones se pueden agrupar
en una. Dicha funcidén, afadida a la libreria “mat205.3js”, es:

i=i-1 )

function doolittle{a,b) {
return doolittlesol {(doolittleluf{a) b} ;
¥

Con la cual, como era de esperar, se obtienen los resultados correctos:

a=[[2,8,2],[1,6,-11,[2,-1,2]1]; b=[[14],[13],[3]]; doolittle(a,b)

=
L~wair L—ar L L..

El método de Doolittle se emplea de la misma forma y en las mismas condi-
ciones que el método de Crout.
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6.5. METODO DE CHOLESKY

Como ya se vio, cuando la matriz es simétrica, la descomposicidén “L”7 “U”
puede ser simplificada y al proceso se conoce como el método de Cholesky
(ecuacidén (6.16)). Puesto que la matriz a factorizar debe ser simétrica, el
método de Cholesky no admite pivotaje.

A pesar de estas limitaciones, la forma de Cholesky resulta de utilidad
préactica, pues los sistemas con matrices simétricas aparecen en la resolu-
cidén de varios problemas préacticos en el campo de la ingenieria.

Las ecuaciones que permiten calcular los valores de “L” (y en consecuen-
cia los de “U”), se deducen obteniendo los términos de la matriz triangular
inferior de la matriz original “A” (columna por columna) y son:

p—1
_ 2
lmf' amf_zzlﬂ
k=1

p—1
aip_z lik'lpk
= =l =1 li=p+1-n

p lpp pl

p=1=>n (6.43)

[

Como se puede ver, el cédlculo de los elementos de la diagonal principal
involucra el célculo de la raiz cuadrada, por lo que dicho wvalor debe ser
positivo.

Al igual que en los métodos de Crout y Doolittle, no es necesario almace-
nar los ceros y dado que en este caso la matriz transpuesta y la original
tienen los mismos elementos en la diagonal principal, los resultados de la
factorizacidén se pueden almacenar en una matriz:

11 21

w
—_

[
SR
a1

[

41

()
LS}

(6.44)
3

e e e
)

~ O~~~
@

~ Y~ O~ ~
N
s}

42 43

Si la matriz donde se guardan estos valores es la matriz “A”, las ecua-
ciones (6.43) pueden ser reescritas como:

p—1
_ 2
App amf_;: a pk
=1
p-1 p=1->n (6.45)
aip—z Qi* A p
k=1 — F
a,= p =a, li=p+1-n
p

Una vez factorizada la matriz de los coeficientes, los resultados pueden
ser calculados con las ecuaciones (6.33) y (6.42).

Para comprender mejor el proceso se resolverd el siguiente sistema de
ecuaciones con este método:

4x, + x, + 2x; = 5
x, + 7x, + 3x; = 8 (6.46)
2x, + 3x, + 9x = 3
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Los datos son:

a=[[4,1,2],[1,7,3],02,3,9]]; b=[[3],[E],[23]]; n=a.length; p=0;
0

Ahora se calcula el primer elemento de la diagonal principal y la primera
columna (y por consiguiente la primera fila):

s5=0; for (k=0;k<p;kt+) st+=sgrlalpl[k]); alp] [pl==grt{alp] [p]-5);
for(i=ptl;i<n;i++) {==0; for(k=0;k<p;k++) =t+=ali] [k]l*alp][k]l; alil[p]l=
(alil [pl-=)falpl[pl; alpllil=alillpl:} a
(2, o.5, 11, [0.5, 7, 3], [1, 3, 8]]

Se incrementa “p” y se repite el proceso para la segunda columna y fila:

pt+; =2=0; for (k=0;k<p;k++) s+==grialpl[k]); alpl [pl==sgrtialp]l [pl-=);
for{i=p+l;i<n;it++) {s=0; for(k=0;k<p;kt+) st=al[i] [k]l*alpl[k]l; alillgl=
{a[i]l [p]l-s)/falpl[pl; alpllil=alillpl;} a

[[2, 0.5, 11, [0.3, 2.589B8076211353316, 0.9622504486493763], [1,
0.9622504486403763, 9]]

Finalmente se calcula el ultimo valor de la diagonal principal:

ptt+; 5=0; for (k=0;k<p;kt+) st+=sgrlalpl[kl); alp] [pl==qgrt{alp] [p]l-5);
for{i=ptl;i<n;it++) {5=0; for(k=0;k<p;kt+) st=ali] [k]l*alpllk]l; alillgpl=
{alil [pl-=)falpl[pl; alpllil=alillpl:} a
[[2, 0.5, 1], [0.53, Z2.59B076211353316c, 0.9622504486493763], [1,
0.9622504486493763, 2.6397131563524052]11]

Ahora, con la matriz factorizada,

se calculan las soluciones aplicando
primero la ecuacidén (633):

3=0; for(i=0;i<n;i++) {5=0; for(k=0;k<i;k++) s+=ali] [k]*blk]l[i]; bl[i]
[31=(b[i][j]-=)/alil[il;} b
[[2.5], [2.388076211353316], [-0.731%9c078T76598423]]

Y luego la ecuacidn (642):

for{i=n-1;i>=0;i—-) {==0; for(k=i+l;k<n;kt+}) st=al[i] [k]1*b[k][j]; bli]
[i1=(b[i]l [j]-s)/alil[i]l;} b
[[1.1151832460732984], [1.10471204188481ee], [-0.2B2TZ2531308900526]]

Que son las soluciones del sistema: x1=1.1151832460732984,
x2=1.1047120418848166, x3=-0.28272251308900526.

6.5.1. Factorizacién LU

El algoritmo que automatiza el proceso de factorizacidén se presenta en la
siguiente pagina, siendo el cédigo respectivo (afadido a “mat205.7js”):
Tfunction choleskylu{b)y {
var i,j.k,p,s,.a=mCopym(b) ,n=a.length;
for (p=0:p<n:pH+) {
for (s=0,k=0:;k<p:;k++) s=s+==griz[p] [k]l):
alpl [pl==sgrt(a[p] [p]l-35);
for (i=pt+l:i<n;it++) {
for (==0,k=0:k<p ' k4++) =+=a[i] [k]*a[p][k]:
al[il[pl=(2[il[pl-=)/alpl[pl:alp]l [1]1=2[il[r]:}
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choleskylu : Factorizacion LU por
el método Cholesky.

----- + a: Matriz de coeficientes ﬁ

( n =N°defilasen a >
L
fdesde p=0 hasta n- 1

r\( desde k=0 hasta p-1
1

(k=k+1 (5= s+(apk)2)

recibir a

desdel p+1 hasta n- 1

r\( desde k=0 hasta p-1
l

(kke1 (s =s+a'ap)

Haciendo correr el programa con la matriz del ejemplo manual se obtienen
los mismos resultados que en dicho ejemplo:

p=p+1

return a;

}

a=[[4,1,2],[1,7,3],[2,3,8]]; choleskylu(a)

[[2, 0.5, 11, [0.3, 2.589B8076211353316, 0.9622504486493763], [1,
0.896225044864083763, 2.6397131563524052]]

6.5.2. Calculo de las soluciones

Una vez factorizada la matriz de coeficientes se pueden calcular las so-
luciones. El algoritmo que automatiza el proceso se presenta en la siguiente
padgina, siendo el cédigo respectivo (afiadido a “mat205.7js”):

function choleskysol{a.c) {

var i,j,k,s,n=a.length,b=mCopym(c) ,m=b[C] .1length;
for (i=0:;i<n;i++)
for (j=0:j<m:j++)} {
for (s=0,k=0;k<i;kt++) s+=a[i] [k]*b[k][]]:
b[il1[j1=(b[i1[i1-3)/alil[i]l:}

for (i=n-1;i>=0;i--})
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choleskysol : Calculo de las soluciones
3 """" con el método Cholesky.
< recibir a, b > ______ a: Matriz factorizada.
I b: Matriz de constantes.
C n=N°defilasen a )

N
< m = N° de columnas en b )

]

Hdesde i=0 hasta n-1 >7
37

N}

%Cdesde j=0 hasta m-1

s=0

ﬁ(desde k=0 hasta i-1

N

N

Hdesde i=n-1 hasta 0 )
]
%{desde j=0 hastam-1 )

desde k=i+1 hasta n-1

i=i+1

by = (birs)/a

for (j=0:j=m:j++) {

for (==0,k=1i+1;k<n;k++) s+=a[i] [E]*b[E][]1]-
b[i]1[3]1=(b[1]1[3]1-3)/ali]l[i]:}
return b;
}
Haciendo correr el programa con los datos del ejemplo manual se obtienen
los mismos resultados:
a=[[4,1,2]1,[1,7,3]1,[2,3,8]]; b=[[3],[8],[3]1]; r=choleskylu(a);

cholesky=sol (T, k)
[[1.1151832460732984], [1.10471204188481ee], [-0.2B2T72251308900526]]

Al igual que en los anteriores métodos se pueden agrupar las dos funcio-
nes en una. Dicha funcidén, afiadida a la libreria “mat205.]js”, es:
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function choleskyvi{a,b){
return choleskysol {chole=skylu{a) b} ;
¥

Haciendo correr el programa con los datos del ejemplo, se obtiene, como
era de esperar, los mismos resultados:

a=[[4,1,2],[1,7,3],[2,3,%]1]; b=[[3],[8],[3]]1; cholesky(a,b)
[[1.1151832460732084], [1.1047120418848166], [-0.28272251308800326]]

6.6. METODO DE JACOBI

Cuando el numero de ecuaciones en un sistema es elevado (con cientos o
miles de ecuaciones) los métodos directos, estudiados en temas anteriores,
no son de utilidad préactica y ello se debe a que en dichos métodos los re-
sultados intermedios se emplean para calcular otros y estos a su vez para
calcular otros y asi sucesivamente hasta llegar a los resultados finales.
Esto da origen a la propagacién del error, donde los errores de redondeo se
van acumulando en cada nuevo cdlculo y cuando el numero de ecuaciones es muy
elevado el error acumulado es tan grande que los resultados son de hecho
erréneos.

En estos casos se debe recurrir a métodos iterativos, en los cuales, par-
tiendo de valores iniciales asumidos se calculan, en iteraciones consecuti-
vas, nuevos valores hasta que las igualdades del sistema se cumplen con
cierto margen de error. De esta manera se evita la propagacidén del error vy
el error permitido se fija de antemano.

Uno de los métodos iterativos més sencillos es el de Jacobi (que es equi-
valente al método de sustitucidén directa pero para sistemas de ecuaciones
lineales).

En este método se asumen valores iniciales para todas las incdgnitas (ge-
neralmente ceros), luego, con estos valores, se calcula la primera incdégnita
con la primera ecuacién, la segunda incdédgnita con la segunda ecuacidn y asi
sucesivamente. Entonces, con los valores calculados, se verifica si se cum-
plen las igualdades del sistema, de ser asi el proceso concluye y se tienen
las soluciones buscadas, caso contrario los valores calculados se convierten
en valores asumidos y se repite el proceso.

Para comprender mejor el método se resolverd el siguiente sistema de
ecuaciones lineales:

10x, + x, + 2x; = 44
2x, + 10x, + x; = 51 (6.47)

x, + 2x, + 10x; = 6l
Se asumen valores iniciales iguales a cero. Con estos ceros, se calculan
los nuevos valores, a los cuales se denominarédn "y", empleando la primera

ecuacidédn para calcular el primer valor (yi1), la segunda para el segundo y la
tercera para el tercero:

_Mox,-2x; 44-0-2%0_

AT 10 44
_51—2x1—x3_51—2*0—o_5 .
0 T 100
_61*?‘1*2?‘2_61—0—2*0_6 .
0 T 100
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Como los valores iniciales son diferentes a los valores asumidos (ceros)
el proceso se repite, empleando los valores calculados como nuevos valores
de prueba, es decir: xi1=y1=4.4, x2=y2=5.1 y x3=y3=6.1:

_M-x, 2% 44-51-2+%6.1

— =2.67
. 10 10
S51-2x,-x3 _51-2%4.4-6.1
= = - — =361
2 10 10 36
6l-x,-2x, 61-44-2%5.1
= = : = =4.64
3 10 10

Una vez méds los valores asumidos y calculados son diferentes, por lo que
es necesario repetir el proceso (empleando nuevamente los valores calculados
como nuevos valores de prueba):

_ A -x-2x5_44-3.61-2%4.64

= =3.111
¢ 10 10
51-2x,—x; 51-2%2.67—4.64
= = - : =4.102
% 10 10 0
61—x,—2x - -
o= X, 2:61 2.67 2>l<3.61:5'111
10 10
Siendo necesario volver a repetir el proceso:
44—x,—2x; 44—4.102—2%5.111
= = - ——=2.9676
1 10 10
51-2x,—x; 51-2%3.111-5.111
= = : - =3.9667
* 10 10
6l—x,—2x, 61-3.111-2%4.102
= = =4.9685
. 10 10

Ahora los valores asumidos y calculados comienzan ha acercarse. Repitien-
do el proceso dos veces mas se obtiene:

_44-x,—2x;  44-3.9667 —2%4.9685

y,= 0 0 =3.00963
y2:51 —21)(;1—)63 _ 51—2*2.91636—4.9685 —4.00963
y3:61 —x110—2x2: 61—2.96761(;2*3.9667:5.0099
V= 44—);20—2)63 _ 44—4.0096130—2*5.0099 997057
y2:51—21)(;,—x3: 51—2*3.0019063—5.0099:3_997084
b= 61 —);10—2)62 _6l —3.00963182*4.00963 4997111

Que ya son iguales en los 3 primeros digitos, por lo que, con esa preci-
sibén, los resultados son: x;=3.00, x,=4.00 y x3=5.00.
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6.6.1. Algoritmo y cédigo

Como se hace evidente en el ejemplo manual, la principal desventaja del
método de Jacobi es el elevado numero de iteraciones que requiere, por lo
que sb6lo resulta de utilidad préactica si el proceso se automatiza mediante
la elaboracidén de un programa.

Como ocurre con los métodos iterativos, la convergencia no estd garanti-
zada, por lo que es necesario detener el proceso si no se logra convergencia
en un determinado nimero de iteraciones. En este método en particular, la
convergencia estd asegurada si el sistema tienen una diagonal dominante, es
decir si los valores absolutos de los elementos de la diagonal principal son
mayores a la suma de los valores absolutos de los otros coeficientes de 1la
misma fila (tal como ocurre en el ejemplo manual) .

En ocasiones es necesario reordenar el sistema (intercambiando filas) de
manera que quede con una diagonal dominante, pero en otras, el sistema sim-
plemente no tiene una diagonal dominante y entonces la convergencia no esté
asegurada. Afortunadamente, varios de los sistemas que aparecen en la reso-
lucidén de problemas practicos tienen una diagonal dominante.

La ecuacién general para el cédlculo de los nuevos valores de “x”, deduci-
da analizando las ecuaciones del ejemplo manual, es:
n
ai,m_;ai,j'yjlf;él (6.48)

X,= / li=1>n

1

A4 ANy

Donde “a” es la matriz aumentada del sistema de ecuaciones lineales,
es el numero de filas y “m” el numero de columnas.

n

”

Con esta ecuacidén se calculan los nuevos valores de “x” hasta que son
aproximadamente iguales a los asumidos (“y”) o hasta que con estos valores
las ecuaciones del sistema son aproximadamente iguales a cero.

El algoritmo que automatiza el proceso (tomando en cuenta, como de cos-
tumbre, que en Javascript el primer indice es 0) se presenta en la siguiente
pédgina y el cédigo respectivo, afiadido a la libreria “mat205.js”, es:

function jacobifa,x,err,1i) {
var i,j,aux,t,=s,n=a.length,c=1,y=new Array{n}
if (x=—mull) {=Z=new Array(n); for(i=0;i<n;i++) =x[1i]=0:}
if {err=—null) err=le-12:
if {li=—null) 1i=500;
while (true) {
for (i=0;i<n;it++) |
for (==0,j=0:j<n:j++)
s4= il=j ? a[i]l[j]1*=[j] : O:
v[il=(a[il[nl-=)/a[i][i]:}
for (t=1,i=0;i<n;i++)
if (v[i]) {if (abs(x[i]/vI[i]l-1)»err) {t=0: break:}}
if (t) returm y;
for (t=1,i=0:;i<n;it++) {
for (==0,j=0:j<n:j++)
s+=a[i] [j1*vI3]1:
if (abzs(a[i]l[n]-=s)=err) {t=0; break:}}:
if (t) returm vy:
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o a: Matrizaumentada.
~<Jx: Valores asumidos (v.d.: [0,0..]).

< n = N° de filas en a; c=1 ) err: Error permitido (v.d.: 1e-12).

? li: Limite de iteraciones (v.d.: 500).

(desde i=0 hasta n-1 D

recibir a, x, err, li

s=0; desde j=0 hasta n-1

N
t=1; desde i=0 hasta n-1\

[yi<>0]

[IXJy

-1]>err

[t=1]

[t=1]

Limite de
_+ iteraciones
alcanzado

if {c++ — 1i)

throw new Error{"Convergencia no logr

a1l
L

cobd) ™) 2

AuX=H X=V y=aux’;
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}

Haciendo correr el programa con el sistema del ejemplo manual (con los
valores iniciales, error y limite de iteraciones por defecto) se obtiene:

a=[[10,1,2,44],([2,10,1,51],[1,2,10,61]]; jacobi(a)
[3.00000000000033%9, 4.00000000000033%9, 5.000000000000339]

Que con los 12 digitos (que es la precisidédn por defecto), es:

precision(jaccki(a),12)

[3, 4, 3]
6.7. METODO DE GAUSS-SEIDEL

El método de Gauss - Seidel es muy similar al método de Jacobi, préactica-
mente la uUnica diferencia es que los nuevos valores se calculan siempre em-
pleando los uUltimos valores disponibles, es decir si existen nuevos valores
calculados se emplean los mismos, caso contrario se emplean los asumidos.
Asi la primera incégnita se calcula con los valores asumidos, pero la segun-
da se calcula con los valores asumidos y el valor calculado, la tercera con
los valores asumidos y los dos valores calculados y asi sucesivamente.

Para comprender mejor el método se resolverd manualmente el sistema de
ecuaciones (6.47) y para ello se comienza guardando los datos (siendo los
valores iniciales asumidos ceros)

a=[[10,1,2,44],[2,10,1,51],[1,2,10,61]]; ==[0,0,0]; v=new Array(3);
n=a.length; m=a[0].length

4
Y con estos valores se calculan los tres nuevos valores (en el vector y):

y[01=(al0] [n]-(al0] [1]*=x[1]+a[0] [2]*x([2]))/a[0] [O]
1.4

y[1]=(all]l [n]-(all] [0]*y[O0]+all] [2]*=[2]))/a[0] [O]
4,220000000000001

v[2]1=(a[2] [n]-(al2] [0]*y[0]+a[2] [1]1*y[1])}/al0] [O]
4.816

Como los valores asumidos (ceros) no son iguales a los calculados, se re-
pite el proceso, realizando previamente un cambio de variables para que los

A\ N,

valores calculados “y” sean ahora los valores asumidos “x

aux=x; x=y; y—aux; y[0]1=(al[0][n]l-(al0][1]1*=x[1]1+a[0][21*x([2]))}/al0] 0]
3.0148

v[11=(a[l]l [n]-(a[1]1 [0 *y[01+al1]1 [21*x[2])}/a[0][0]
4.01544

v[2]=(al[2] [n]-(a[2]1 [0]*y[0]+a[2] [1]*y[1]))/al0] [O]
4.9095431900000048%

Como se pude ver, aun en esta primera iteracidén, los valores asumidos y
calculados se aproximan, lo que demuestra que el método de Gauss-Seidel con-
verge méds rapidamente que el método de Jacobi.

Continuando de esta manera hasta conseguir la igualdad se obtiene:

aux=x; x=y; y=aux; y[0]=(a[0][n]-(al0][11*x[1]1+a[0][2]*=[2]))/al0][0]
2.99936596

y[11=(alll[n]-(all][0]*y[0]+a[1][2]*x([2]))/a[0][0O]
4.0005828800000005
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4

3

Que son los resultados exactos.

vl2]1=(a[2] [n]-(a[2] [0]*y[0]+a[2] [1]*y[1])}/al0] [O]

.00004546/4

aux=x; x=y; y=aux; v[01={(a[0][n]l-(2[0][1]*x[1]1+a[0][2]1*=x[2]))/al0] O]
.000095241462

v[1]=(a[ll[n]-(a[1]1[0]*y[0]+a[1]1[2]*=x[2]))/al0] [O]

.000014869759588

v[2]1=(al2] [n]-(a[2] [0]*y[0]+a[2] [1]*y([1]))/a[0] [O]

L000001784128

aux=x; x=y; y—aux; y[0]1=(al[0][n]l-(al0][1]1*=x[1]1+a[0][21*x([2]))}/al0] 0]
.G000081561084

v[11=(a[l]l [n]-(a[l]1 [0 *y[01+al1]l [2]1*x[2])}/a[0][0]

.00000015034752

v[2]=(a[2] [n]-(a[2]1 [0]*y[0]+a[2]1 [1]*y[1]))/al0] [O]

.000000146310656

aux=x; x=y; y=aux; y[0]1=(al[0][n]l-(al0]l[11*=x[1]+a[0][2]1*=x[2])}/al0][0]
.0000008517031166

v[1]=(a[l]l[n]l-(a[l][01*y[0]+a[1][2]*=x[2]))/al0] [O]

.000958585885028311

v[2]=(a[2] [n]-(a[2]1 [0]*y[0]+a[2] [1]*y[1]))/al0] [O]

.000000005824026

aux=x; x=vy; y—aux; v[0]={(al[0][n]-(2[0][1]%*x[1]1+a[0][2]1*=x[2]))/al0] [O]
.000000000332364

v[1]=(a[ll[n]l-(a[l1]1[0]*y[0]+a[1]1[2]*=x[2]))/al0] [O]

. 5580000000551 1244

v[2]1=(al2] [n]-(al2] [0]*y[0]+a[2] [1]*y([1]))/a[0] [O]

.000000000156538

aux=x; x=y; y=aux; v[01={(a[0][n]l-(2[0][1]*x[1]1+a[0][2]1*=x[2]))/al0] O]
.00000000001358

v[1]=(a[ll[n]-(a[1]1[0]*y[0]+a[1]1[2]*=x[2]))/al0] [O]

.0000000000R16302

v[2]1=(al2] [n]-(a[2] [0]*y[0]+a[2] [1]*y([1]))/a[0] [O]

LO00000000002316

aux=x; x=y; y-aux; y[0]1=(al[0][n]-(al0][11*=x[1]1+a[0][2]1*x([2]))/al0][0]
.0000000000013736

v[11=(a[l]l [n]l-(a[l]1 [0 *y[01+al1]l [2]1*x[2])}/a[0][0]

.000000000000404

v[2]=(al2] [n]-(a[2] [0]*y[0]+a[2] [1]*y([1]))/a[0] [O]

.000000000000054

aux=x; x=y; y=aux; y[0]=(a[0][n]-(al0][1]*x[1]+a[0][2]*=[2]))/al0][0]
y[1]=(alll[nl-(alll[0]*y[0]+all] [2]*x[2]))/a[0] (O]

v[2]=(al2] [n]-(al2] [0]*y[O0]+al2] [1]*y([1]))/a[0] (O]

puede llegar a ser més eficiente que el de Gauss-Seidel.

Hernan Pefiaranda V.

Si bien el método de Gauss-Seidel requie-
re menos iteraciones que el de Jacobi, este UGltimo puede ser programado en
paralelo, por lo que en computadoras con dos o mé&s nucleos (como las actua-
les)
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6.7.1. Algoritmo y cédigo

La ecuacidédn general para calcular los nuevos valores con el método de
Gauss-Seidel, puede ser deducida facilmente del ejemplo manual, y es:

i—1 n

ai,m_zai,j'xj_‘z a4 ;Y (6.49)
xi: j=1 j=i+ 1 [121->n
a;

Donde “a” es la matriz aumentada, “n” el numero de filas, “m” el de co-
lumnas, “y” los valores asumidos y “x” los valores calculados (como de cos-
tumbre, al momento de programar, los limites deben ser cambiados para tomar
en cuenta que en Javascript el primer indice es 0 y no 1).

r” r”

Puesto que en el método de Gauss-Seidel, siempre se emplean los Ultimos

A\

valores calculados, es posible trabajar directamente con el vector “y” (los

nuevos valores calculados), conservando el vector “x” simplemente para efec-
tos de comparacidén. Procediendo asi la ecuacidn (6.49) se convierte en:

ai,m_z a; ;'y; {jii
y,= = li=l>n
a;

(6.50)

El algoritmo que automatiza el cadlculo de esta ecuacidn se presenta en la
siguiente pagina y el cédigo respectivo (afiadido a “mat205.js”) es:

function gseidel{a,x,err, 1i} {
var i,j,aux,t,s,r,n=a.length;
if (x==mmll) {=x=new Array(n); Ffor(i=0;i<n;i++) =x[i]=0:}
if {err=—null) err=le-12:
1f {li=—null) 1i=500;
var c=1,y=x.3lice()
while (true) {
for (i=0:i<n:it++) {
for {(s=0,j=0;j<n;j++)
st= il=j ? ali]l[j1*¥[3]1 : O:
vIil=(al[il[n]l-=)/al[i]l[i]:}
for {(t=1,i=0:i<n;it++)
if (y[i]) {if (abs(=x[i]l/v[i]-1)>err) {t=0; break:}}
if (t) returm vy:
for (t=1,i=0:;i<n;it++) {
for (2=0,3i=0:j<n:j++) =s+=alil[il*vIil:
if (abs{a[i] [n]-s)>err) {t=0; break;}}:
if (t) returm vy:
if (c++ = 11i})
throw new Error{"Convergencia no lograda [(gaussSeidel)."™):

for (i=0:;i<n;i++) x[i]l=vI[i]:

}

Haciendo correr el programa con los datos del ejemplo manual (valores
iniciales, error y limite de iteraciones por defecto) se obtiene:
a=[[10,1,2,44],([2,10,1,31],([1,2,10,61]] ;g=seidel (a)
[2.0000000000000377, 3.0900000000000002, 4.0000000000000406]
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------ {gseidel: Método de Gauss Seidel. ﬁ

~—~— a: Matrizaumentada
~~~~~~ y: Valores asumidos.

( n = N° de filas en a; c=1; y=x ) err: Error permitida

%} li: Limite de iteraciones.

+( desde i=0 hasta n-1 >7

|
KS=0; desde j=0 hasta n-1

recibir a, x, err, i

[t=1]

/Q=1; desde i=0 hasta n-1/

s=0

PCdesde j=0 hasta n-1

5
<j=j+1 s= s+ai,j*yD

[laq-s|>err]

[t=1]

Limite de
iteraciones
1
/ alcanzado @@
[}

Que con los 12 digitos de precisidén (que es el error por defecto) son:

precision({an=,12)
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[3, 4, 3]

6.8. METODO DE GAUSS PARA SISTEMAS TRIDIAGONALES

Con frecuencia en la resolucidn de problemas en el campo de la ingenieria
se forman sistemas de ecuaciones lineales que sdélo tienen valores en la dia-
gonal principal y a ambos lados de la misma, tales sistemas se conocen como
sistemas tridiagonales y tienen la forma general:

a,x, + ax, + Ox; + Ox, —+---+ Ox, , + Ox, = a,
Ay Xy T ayXy + o oay3x; Ox, +---+ Ox,, + Ox, = a,,
Ox, + asx;, + az3x; + oasx, +eot Ox,, + 0x, = as,
Ox, + Ox, + a,x; + a,,x, +-+F Ox, , + Ox, a,., (6.51)
Ox, + 0x, + Ox; + asyx, +--+ Ox,., + 0x, as.,,
cee 4+ + . + . +eeet + =
Ox, + Ox, + Ox, + Ox, +-+ a,, ,x_, + a,,x, = a,,

Donde “n” es el numero de filas y "m” es el ntmero de columnas.

Si sélo se guardan los valores diferentes de cero, el sistema tridiagonal
puede ser reescrito como:

0 + apx, + ajx; = apy
Ary Xy Ay Xy T Ay3X; T dyy
az1X, T As3pX; T aA33Xy = Ay
Xy T oag,x, toa,xs = ayy, (6.52)
As Xy T As5p;Xs + As3Xe = dsy
+ 1 -
Ap1X,— + a,,x, + 0 = sy

Con lo que se consigue un gran ahorro de memoria, porque en lugar de re-
servar memoria para n*m elementos sélo se requiere memoria para n*4 elemen-
tos. La mayoria de los métodos estudiados hasta ahora pueden ser adaptados
de manera que trabajen con sistemas tridiagonales (ecuacidén 6.51).

En la deduccidén de las ecuaciones para el método de Gauss, se considera
un sistema tridiagonal de 5 ecuaciones con 5 incdégnitas y con el fin de fa-
cilitar la deduccidén de las ecuaciones se escriben también los ceros:

AipX; T oa;zx, + Ox; + Ox, + Oxs = ap,

ay Xy toay,x, +oayx; + 0xp 0 Oxg = oay,
Ox, + az;x; + as;x; + azzx, + Oxs = asy (6.53)
Ox; +  0x, + ag,x; + a,x, + oaxs = ay
Ox, + Ox, + Ox; + as;xy + asyxs = asy

Que al aplicar el método de Gauss se convierte en:

aipxX; T oapzx, + Ox; + Ox, + Oxs = ap,
Ox, + ay,x, + ayx; + Ox, + 0Ox; = a,,
Ox, + Ox, + asox; + aszxy + Oxs = as, (6.54)
Ox; +  O0x, +  Oxy + ay,x, + agx5 = ay
Ox, -+ Ox, + O0x; + Oxy, + aspxs = as,
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Por lo tanto sdélo es necesario convertir en ceros los elementos que se
encuentran debajo de la diagonal principal. Asi para convertir en cero el
elemento az,i;, se resta a la segunda fila la primera multiplicada por
az,1/ai,>. Como no es necesario guardar ni calcular los ceros, se puede apro-
vechar el elemento az,; para guardar el valor de esta divisidén y con el mismo
calcular los nuevos valores de los elementos az,2 y az« (el valor de az,3z no
cambia) :

a,,

a, | =——
2,1
a,

Arp=0y,—0y1°A 13
Urg=0ys— 0y 704
De la misma forma, para convertir el elemento asz; en cero se resta a la

tercera fila la segunda multiplicada por as,:/az,2, al igual que antes almace-
nando este valor en el elemento as,::

a,, =——
3,1
ajzs
A3,=0d3p—0A31°Ay3
A3 4=034—0d31°Ayy

De manera similar, las operaciones para la cuarta y quinta fila son:

a, =
4,1
aszo

Aup=04p—0dy;1°d33
A=Ay —Ay,°034
as =

>

%)
Aspy=dsy—0ds1°Ay3
Asp=Asy— sy Ayy
Analizando estas ecuaciones se pueden deducir las ecuaciones generales

para reducir a cero los elementos que se encuentran debajo de la diagonal
principal:

a;

—_— >

a,

i, a .

i-1.2 i=2->n (6.55)
Air=0a;,=04;1"d; 13

Ais=ais—0a;1°0i_14

Una vez que el sistema ha quedado reducido a la forma (654), los resulta-
dos se calculan por sustitucidédn inversa y pueden ser almacenados en la ulti-
ma columna (la columna 4) del sistema tridiagonal. Asi el valor de la ultima
variable (xs5) se calcula con:

X:=a __a5,4
5— Usa—
asy

De manera similar se calculan los valores de las otras variables:

Aug—Ay3 X5 Quqa—0y3dsy

Xy=—aA, =
4 4.4
a 4,2 a 4,2
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Q34— 337Xy Q347 d357044

X =d,,=
o as, as,
X,=a,,= ar4—0A33° X3 _ Ars—Ay3°A34
' a, a,
S W R A N L W SN Sy
X1 —=a14— =

a, a,

De donde se deducen las ecuaciones generales para el cdlculo de las solu-
ciones por sustitucidén inversa:

X =a =na
n~ Ynd4—
’ an2
’ (6.56)
Aiag—Ai3 Xip _Qia—di3Ain1a | .
xl:al4= 1, 1, 1 — 1, 1, 1 5 l:n—1+1

a;, a;»

Como de costumbre, al momento de programar estas ecuaciones se deben cam-
biar los limites para tomar en cuenta que en Javascript el primer indice es
0 vy no 1.

Para comprender mejor como se aplican las ecuaciones (6.55) y (6.56) se
resuelve manualmente el siguiente sistema de ecuaciones:

2x, + x, + O0x; + O0x, + Ox5 = 6
x, + 4x, + x; + 0x, + Ox; = 36
Ox, + x, + 4x; + x4, + O0x5; = 72 (6.57)
Ox, + Ox, + x; + 4x, + x; = 108
Ox, + Ox, + Ox; + x4, + 2x5 = 66

Primero se guardan los datos (la matriz y el numero de filas):

a=[[0,2,1,8],01,4,1,36],[1,4,1,72],([1,4,1,108],[1,2,0,66]]; n=a.length;
5

Luego, se aplican las ecuaciones (6.55) para reducir el sistema:

for (i=l;i<n;i++){ a[i][0]=a[i][0]/a[i-1][1]; a[i]l[l]=a[i][1l]-a[i]
[01*a[i-1][2]; ali]l[3]=alil[3]-ali][0]1*ali-1][3];}; a
(e, 2, 1, &1, [0.5, 3.5, 1, 33], [0.2857142857142B837,
3.7142857142857144, 1, 62.5T7142857142837]1, [0.26892307682307682,
3.7307692307608231, 1, 91.153846153846l16], [0.26804123711340205,
1.731958Te2886508, 0, 41.56T01030082783453]]

Una vez reducido el sistema se aplican las ecuaciones (6.56) para calcu-
lar las soluciones por sustitucidn inversa:

a[n-11[31=aln-11[3]1/aln-11[1]1; for(i=n-2;i»>=0;i--) alil[3]1={(alill3]-
alil[2]1*a[i+1][3])/a[i][1]; a
[[Qa, 2, 1, O], [0.5, 3.5, 1, &], [0.2B571428B57142857, 3.7142857142857144,
1, 11.9650000805000G658]), [0.268230769230765%92, 3.730769230765231, 1, 18],
[0.26804123711340205, 1.T73193876Z886398, 0, Z23.000000000000005]]

Por lo tanto, las soluciones redondeadas (que se encuentran en la UGltima
columna) son: x1=0; x,=6; x3=12; x4=18; x5=24.
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6.8.1. Algoritmo y cédigo

El algoritmo que automatiza el proceso de calculo es:

gausstd: Método de Gauss para
sistemas tridiagonales.

recibir a

~~~~~ {a: Matriz aumentada. ﬁ

(7 n=N°defilasen a >
L

%Cdesde i=1 hasta n-1 }

A\

aio = ai,o/ai11 )

ai1 = ai-ai0*ai1,2

a3 =a38,0"a.3

( @n13=an13/@n14 )
%Cdesde i=n-2 hasta 0>7

L
( i=i-1 Haij = (ai,3'ai,2*ai+1,3)/ai,1>

devolver a4

Siendo el cédigo respectivo, afiadido a la libreria “mat205.js”:

Tfunction gausstd{b) {
var i,a=b.=2lice() rn=a.length,X=new Arrav{n) :
for {(i=1;i<n;it++) {
a[il[0]1/=ali-1]1[11;
ali] [1]-=al[i]l[0]*a[i-1][2]~
ali] [3]-—=alil[0]*a[i-1]1[3]:}
a[n-11[31/=2[n-111[11:
for (i=n-2;i>=0;i—-)
alil[31=(alil[31-alil[2]1*a[i+1]1[3]1)/alil[l]l;
for (i=0:i<n:i++) =x[il=alil[3]1:
return =x;

}

Haciendo correr el programa con los datos del ejemplo manual se obtiene:

a=[[0,2,1,06],[1,4,1,306],[1,4,1,72],[1,4,1,106],[1,2,0,66]]; gausstd(a)
[0, &, 11.000000000000008, 18, 23.000000000000004]

Que con 15 digitos de precisidn es:

precision({ans,15)
[0, &, 12, 18, Z24]

Que son los resultados exactos.
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6.9. METODO DE GAUSS SEIDEL PARA SISTEMAS TRIDIAGONALES

Generalmente los sistemas tridiagonales tienen ademds una diagonal domi-
nante. Por ello, los métodos iterativos como Jacobi y Gauss-Seidel resultan
particularmente uUtiles para resolver estos sistemas (como ya se dijo, en es-
tos métodos, cuando la diagonal es dominante la convergencia esté
asegurada) .

Al igual que en el método de Gauss se empleard el sistema tridiagonal de
5 ecuaciones (ecuacidén 657) para deducir las ecuaciones generales del méto-
do. Si se denomina “x” al vector con los valores iniciales asumidos, enton-
ces, los nuevos valores se calculan con:

x_a14 a3 X,
=
ais
x—a24 Ay " X1 —0y3° X5
,=
a,
x_as4 A3 1" Xy —A33" Xy
,=
as,
_ Q44 Ay X3 Ay 5 Xs
X, =
a4,
Q54— As517 Xy
Xs=

De donde se deducen las ecuaciones generales del método:

A4 a 30X,
xl—i
ais
Aig— i1 Xio1 = Qi3 Xiv1 .
X=——— = i=2n-1 (6.58)
a;,
_an,4_an,l.xn—l
Xy=—————

an,Z

Como de costumbre, en Javascript se deben cambiar los limites para tomar
en cuenta el indice inicial 0. Para comprender mejor la aplicacién de estas
ecuaciones se resolverd manualmente el sistema de ecuaciones (6.57).

Primero se crea la matriz tridiagonal y se inicializan variables (siendo
los valores asumidos ceros):

a=[[¢,2,1,8],[1,4,1,36],[1,4,1,72],01,4,1,108],[1,2,0,86]]; ¥=
[0,0,0,0,0]; n=a.length;
3

Entonces se calculan los nuevos valores de x (en la variable “y”) apli-
cando las ecuaciones (6.58) y redondeando los resultados en el tercer digito
después del punto:

v[01=(a[0][3]-a[0] [2]1*v[1])/al0][1]; for (i=l;i<mn-1;i++) y[i]=(ali][3]1-
alil [01*y[i-1]-alil[2]*y[i+1])/a[i][1]; ¥[n-1]=({a[n-1]1[3]1-aln-1][0]*y[n-
2]1)/aln-11111; round(y,3)
[32, B.25, 15.938, 23.01e, 21.492]

Ahora se vuelve a repetir el proceso hasta que los valores se repiten
(redondeados en los 3 digitos después del punto):
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y[01=(a[0] [3]-al0] [2]*y[1])/al0][1]; for (i=l;i<n-1;i++} ylil=(ali][3]-
ali] [0]*y[i-1]1-ali] [2]*y[i+1])/a[i][1]; y[n-1]=(aln-1][3]-aln-1][0]*y[n-

21V /faln-11[1]1; round(y,3)
[-1.125, 5.297, 10.822Z, 18.8%9a, 23.35Z2]

y[0]=(al0] [3]-a[0] [2]*y[1])/al0] [1]; for (i=l;i<n-1l;i++) ylil=(alil[3]-
ali] [01*y[i-1]1-a[i][2]*y[i+1])/ali]l[1]; y[n-1]=(aln-11[3]-aln-1][0]*y[n-

21)/aln-11[11; round(y,3)
[0.352, &6.182, 11.73, 18.178, 23.91]

y[01=(al0][3]-al0][2]*y[1])/a[0]1[1]; for (i=l;i<n-1;i++) yli]l=(alil[3]1-
ali][0]*y[i-1]-a[i][2]*y[i+1]}/ali]l[1]; yI[n-1]=(aln-1]1[3]-a[n-1][0]*y[n-

2]1)/aln-11111; round(y,3)
[-0.0981, &.09, 11.933, 18.039, Z23.98]

y[01=(a[0] [3]-al0] [2]*y[1])/al0][1]; for (i=l;i<n-1;i++} ylil=(ali][3]-
ali] [0]*y[i-1]1-ali] [2]*y[i+1])/al1][1]; y[n-1]=(aln-1][3]-aln-1][0]*y[n-

21V /faln-11[1]1; round(y,3)
[-0.045, &.028, 11.9B83, 18.009, 23.0893]

y[01=(al0][3]-al0][2]*y[1])/a[0]1[1]; for (i=l;i<m-1;i++) yli]l=(ali]l[3]1-
ali] [0]1*y[i-1]-a[i]l[2]*y[i+1]}/ali][1]; y[n-1]=(aln-1]1[3]-aln-1][0]*y[n-

2]1)/aln-1]1[1]1; round(y,3)
[-0.014, &.008, 11.%9%9&, 18.002, 23.909]

y[01=(al0][3]-al0][2]*y[1])/a[0]1[1]; for (i=l;i<n-1;i++) yli]l=(alil[3]1-
ali][0]*y[i-1]-a[i][2]*y[i+1]}/ali]l[1]; yI[n-1]=(aln-1]1[3]-a[n-1][0]*y[n-

21V /faln-11[1]1; round(y,3)
[-0.004, &.002, 11.89%, 18.001, Z24]

y[0]=(al0] [3]-a[0] [2]*y[1])/al0] [1]; for (i=l;i<n-1l;i++) ylil=(alil[3]-
ali] [01*y[i-1]1-ali]l[2]*y[i+1]}/ali]l[1]; y[n-1]=(aln-11[3]-aln-1][0]*y[n-

2]1)/aln-11[1]1; round(y,3)
[-0.001, &.001, 1z, 18, 24]

y[01=(al0][3]-al0][2]*y[1])/a[0]1[1]; for (i=l;i<m-1;i++) yli]l=(ali]l[3]1-
ali] [0]*y[i-1]-ali] [2]*y[i+1]}/ali]l[1]; yI[n-1]1=(aln-1]1[3]-a[n-1][0]*y[n-

2]1)/aln-11[1]1; round(y,3)
[0, &, 12, 18, Z24]

A partir de esta iteracidén los valores se repiten,

concluye, siendo las soluciones: x1%0; x3=6;

6.9.1. Algoritmo y cédigo

x3=12, x4=18;

por lo que el proceso

X5=24 .

El algoritmo que automatiza el proceso de calculo se presenta en la si-

guiente pagina, siendo el cédigo respectivo:

function gseideltd{a.x,err,1li) {
var aux,i,j,t,.r,n=a.length,c=1,y:

if (x=—null) {xX=new Array({n); for{i=0;i<n;i++) =[1i]=0:}

if {err—null) err=le-12;

if (li=—null) 1i=500;

v=x.=zlice():

while (trus) {
vI01=(al21[3]1-alf1[21*v[1]1)/alC]1[1]1;
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gseideltd: Método de Gauss Seidel
para sistemas tridiagonales

recibir a, x, err, li )< a: Matrizaumentada.

3.yt Valores asumidos (v.p.d. Os).
< n = N° de filas en a; c=1; y=x > err: Error permitido(v.p.d. 1e-12).
li: Limite de iteraciones (v.p.d. 500).

/’
/
7

Yo = (2p3-802"Y1)/ap 1
N2
g desde i=1 hasta n-2 D

L
(a| 3-ai0 y|1 a2 y|+1 /a. 1>

\
<y"1 = (an-13-8n1,0"Yn-2) /an11>
L

K’t=1; desde i=0 hasta n-D

[t=1]

(t=1; desde i=0 hasta n-1\

r=as- (@1*yo*a2"y1)

fi=n-1]

P

=a,34(a,0" X1 +8 1Y)

< r=ai,3-(aio*yr1 +ai,1*Yi+ai,2*Yi+1))

i=i+1 ¥

[|ais-s|>err]

[t=1]
Limite de
4 iteraciones
/| alcanzado (_devolver x )

for {(i=1:i<n-1:i++)
vIil=(a[il[31-alil[0]*y[i-1]-a[i]l[2]1*v[i+1])/a[i]l[1];
vin-1]=(a[n-1]1[31-aln-1]1[0]*v[n-21) fa[n-1]11[1]1;
for (t=1,i=0;i<n;i++)
if (vI[il}
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{if (abs(=x[il/v[i]-1)>err) {t=0; break:}}
if (t) returm vy:
for (t=1,i=0:i<n;i++) {
if (i=—0) r=al[i][3]1-{(alil[1]*v[C)+a[i][2]1*¥v[1])}:
else if (i—n-1) r=al[i][3]-(2[i]1[C)*v[i-1]4+a[il[1]1*vIi]} -
else r=a[i][3]1-(a[i][O]1*yv[i-1]+ali]l[1]1*y[il+alil[2])*y[i+l])}>
if {(ab=s{(r)»err) {t=0:; break:}}:
if (t) returm y:

if {(c++ = 1i)
throw new Error{"Convergencia no lograda (gseideltd).™):r
for (i=0:;i<n:;i++) x[i]l=v[i]:

}

Haciendo correr el programa para los datos del ejemplo manual (con los
valores iniciales, error y limite de iteraciones por defecto) se obtiene:

a=[[¢,2,1,8],[1,4,1,3&],[1,4,1,72],01,4,1,108],([1,2,0,86]];
gseideltd(a)
[-2.4513724383723456e-13, 6.000000000000121, 11.999999995909941,
18.00000000000003, 23.9999999999099846]

Que redondeado a 12 digitos después del punto (que es el error por defec-
to) es:

round (an=, 12}
[0, &, 12, 18, 24]

6.10. EJEMPLOS

1, Encuentre las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones lineales
aplicando los métodos de Gauss con pivotaje parcial, Gauss-Jordan con
pivotaje total, el métoto de Crout con factorizacién, el método de Doo-
little directo, la matriz inversa. Finalmente calcule el determinante de
la matriz de coeficientes (muestre todos los resultados redondeados a 2
digitos después del punto).

4x, + S5x, + 6x; + 7x, = 0
6x, + 10x, + 15x; + 21x, = 10
12x, + 30x, + 60x; + 105x, = 10
En primer lugar se crea la matriz aumentada:
a=[[1,1,1,1,-11,1[4,5,6,7,01, [6,10,15,21,101, [12, 30, 60,105, 1071
L, », 1, 1, -11, 4, 5, & 7, 0], [e&, 10, 15, 21, 10], [12, 30,

60, 105, 14]]
Se resuelve el sistema con el método de Gauss con pivotaje parcial (mos-

trando los resultados redondeados a 2 digitos después del punto) :

mshow (round (gauss(a) , 2} }
.
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Por lo tanto las cuatro soluciones del sistema son: x1= 11.67; x2=-46;
x3=50 y x4=-16.67.

Con la misma matriz se vuelven a calcular los resultados con el método de
gauss jordan con pivotaje total:
mshow (round (gaus=jpt (a), 2} )

P —_—

[-46]

wd

N
(=]

71

-
o.6/)])

[

Para encontrar las soluciones con los métodos de Crout y Doolitle, se ne-
cesitan las matrices de coeficientes y constantes. Dichas matrices pueden
volver a ser introducidas, o mejor aun, obtenidas de la matriz aumentada,
con “getcol (matriz, numero de columna, numero de columnas)”:

b=getcol (a,0, 4)
1, &, 1, 11, 14, 5, & 7], [&, 10, 15, 211, [12, 30, &0, 105]]
c=getcool (2, 4)

L—+1r Lyl LLU] ., LLul]

Con el método de Crout con factorizacidn, se obtiene:

r=croutla (k) ; mshow(round (croutsolir,c),2))
[[11.67]
[-46]
[50]
[-16.67]]

Y con el método de Doolittle directo:

mehow (round (dooclittle (b, ), 2) )
[[11.67]
[-46]
[50)
[-16.67]11]
Finalmente, con la matriz inversa se obtiene:

mi=inv (k) ; mshow(round (mul (mi,c), 2))
[[11.&67]
[-4&]
[50]
[-16.67]]

2. Encuentre las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones lineales,
que se muestra en la siguiente pagina, aplicando: a) El método de Jaco-
bi; b) El método de Gauss Seidel; c) El método de Cholesky directo; d)
El método de Doolittle con factorizacidén d) La matriz inversa.

Tx, + x, + 2x; - x, =3
x, + 9x, + 3x; + 2x, = 2
2x, + 3x, + 12x; + 3x, =7
-x, + 2x, + 3x; + 1llx, = 5

Simplemente para mostrar otra alternativa, en este caso se crean primero
las matrices de coeficientes y constantes:

-1,2,3,11]11sc=11[31, 121, [71,[5]]

Lad
-

=007, 1,2,-11, 01,58, 3,21,1[2,3,12,
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(=1, (21, [71, [=]1]

Con estas dos matrices se crea la matriz aumentada empleando las funcio-
nes “copy(objeto a copiar)” (para copiar la maptriz) y “appendcol (matriz,co-
lumna)” (para afiadir a la matriz copiada la columna) .

a=copy (k) ; appendcol (a, c)
ez, 1, 2, -1, 31, [1, & 23, 2, 21, [2, 3, 12, 3, 71, [-1, 2, 3, 11, 3]]

Entonces se resuelve el sistema de ecuaciones con los métodos de Jacobi y
Gauss Seidel, empleando los valores iniciales y error por defecto:

precizion(jacokbi(a),1l)

[0.36329352608, -0.0487115022, 0.440917&66185, 0.37617850409]
precizion(geseidel (a),11)

[0.36329352608, -0.0487115022, 0.44091766185, 0.37617850409]

Y con las matrices de coeficientes y constantes, se resuelve el sistema
con los métodos de Crout, Doolittle y la matriz inversa:

precision{crout(k,c),1l)

[[0.36328352608], [-0.0487115022], [0.440817e6l83], [0.3Tel783040%
r=doolittlelu(k); precision(doclittlescl(r,c),1l)

[[0.363208352608], [-0.0487115022], [0.440917e6185], [0.3T7el785040%
preci=ion(mul (inv (k) ,c),11)

[[0.36328352608], [-0.0487115022], [0.44081766185], [0.3T7el7850408]]

3. Encuentre las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones apli-
cando: a) El1 método de Jacobi; b) El método de Gauss Seidel para siste-
mas tridiagonales; c) El método de Gauss para sistemas tridiagonales; d)
El método de Doolittle con factorizacidén; e) El método de Crout directo.

19x, + 2x, = 0
2x, + 15x, + 3x = 0
3x, + 20x; + 2x, = 1

2x, + 34x, = 0

Oy, + 2y = =2
2y, + 15y, + 3y, = 2
3y, + 20y; + 2y, = 3
2y, + 34y, = 4
19z, + 2z, = 2
2z, + 15z, + 3z, = 2
3z, + 20z, + 2z, = 1

2z, + 34z, = 0

Si bien existen funciones para manipular matrices tridiagonales (tales
como diagonal y getdiagonal), en este ejemplo se crean dichas matrices en
forma manual. Para el método de Jacobi se requiere la matriz aumentada de
cada sistema, entonces, para no introducir dos o més veces los mismos datos,
se crea la matriz de coeficientes y los vectores de constantes:

.0

b=[[1%8,2,0,0],[2,15,3,0],10,3,
2, 0, 01,

L
01, [2, 13, 3,

= B

02l
3

r

2,34]7]
[0, 0, 2, 341]

r
-
r Sl

B3
[

L=—=r

r
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cl=[0,0,1,0]; c2=[-2,2,3,4]; <=3=[2,2,1,0]
(2, 2, 1, 0]

Con estas matrices se crea la matriz aumentada para el primer sistema y
se resuelve el mismo con el método de Jacobi:

a=copy(b); appendcol(a,cl); precision(jaccki(a),ll)
[0.0011078406882, -0.010524486538, 0.051883872228, -0.0030515924841]

Ahora se reemplaza la columna de constantes (con “replacecol") por 1los
vectores del segundo y tercer sistema y se resuelven los mismos con Jacobi:

replacecol (a,c2,4); precision(jaccobi(a),l1l)

[-0.1184303418, 0.12508824711, 0.1201786%823, 0.11057770634]
replacecol (a,c3,4); precision{jacckiia),l11)}

[0.083232386737, 0.114262231, 0.03305058053, -0.0019441517858]

Para el método de Gauss-Seidel (para sistemas tridiagonales) se requiere
la matriz conformada por las tres diagonales:

d=[[0,19,2],[2,15,3]1,[3,20,2], [2,34,0]]
(ro, 1%, 21, 2, 15, 3], [3, 20, 2], [2, 34, 0]]

Al igual que Jacobi, Gauss-Seidel no puede resolver los tres sistemas a
la vez, por lo que se resuelve sistema por sistema, cambiando en cada caso
la columna de las constantes:

a=copy (d); appendeol{a,cl,2); precision(gseideltdia),l11}

[0.0011078406881, -0.010524486538, 0.0518838722258, -0.0030515524841]
replacecol (a,c2, 3} ; precizicon(gseideltdi{a),1l)

[-0.1184303418, 0.12508824711, 0.12017800623, 0.11037770634]
replacecola,c3,3); precision(gseideltd(a),l1l)

[0.0893232386737, 0.114292231, 0.03303058053, -0.0019441517858549]

El método de Gauss para sistemas tridagonales requiere los mismos datos
que el método de Gauss-Seidel:

replacecola,cl,3); precision(gseideltd(a),l1l)

[0.0011078406881, -0.010324486538, 0.051883872229, -0.0030519924841]
replacecol (a,c2,3); precision(gseideltd(a),l1l)

[-0.1184303418, 0.12508824711, 0.1201786623, 0.110537770634]
replacecol (a,c3,3); precizion(gseideltdia),11)

[0.083232386737, 0.114262231, 0.03305058053, -0.0019441517858]

El método de Doolittle requiere la matriz de coeficientes y la matriz de
constantes. La matriz de constantes se crea con los vectores de constantes,
transponiendo la primera columna con “transpose(matriz)” (para convertirla
en una matriz de una columna) y afladiendo a esta matriz (con “appendCol”)
los otros dos vectores:

c=transpose(copyicl)); appendcolic,c2,l); appendcolic,c3,2); mshowic)
(o, -2, 2]
[0, 2, 2]
[1, 3%, 1]
[0, 4, 0]]

Con esta matriz y la matriz de coeficientes se resuelven, simultaneamen-
te, los tres sistemas:

r=doolittlelu(k); mshow(precision(doclittlesclr,c),11}))
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[0.0011078406882, -0.1184303418, 0.083232386737)
[-0.010524486538, 0.12508824711, 0.114292231]
[0.051883872229, 0.12017895823, 0.03303038033]
[-0.00305195924841, 0.11057770634, -0.00194415175858]1]

Finalmente, con las mismas matrices, se encuentran las soluciones con el
método de Crout:

mshow (precision{crout(k,c),11})}

[[0.0011078406882, -0.1184303418, 0.093232396737]
[-0.010324486338, 0.12308824711, 0.114202231]
[0.051883872229, 0.1201789923, 0.03305058053]
[-0.00305199824841, 0.11057770634, -0.001%944151785%9]]

4. Encuentre la solucién (el valor de “x”) de la siguiente funcién, resol-
viendo el sistema de ecuaciones lineales con el método de Gauss con pi-
votaje parcial, la ecuacién polinomial con “roots” y la ecuacién no 1li-
neal con el método de Regula Falsi. Los valores iniciales para resolver

la ecuacién no lineal deben ser calculados con el método incremental (se
sabe que la solucién es menor a 7).

f(x)=z;x°"+ zyIn(x)—zg*x—2,=0

yi+3y,—2y,+ y,=335.137
2y,+5y;+4y,=—122.815
-4y +4y,+y;—2y,=70.6096
3y,—6y;—7Y,=129.13

4 3 2
4y, Z+ y, 27+ y;z+ y,=0

Primero se resuelve el sistema de ecuaciones lineales con el método de
Gauss con pivotaje parcial:

y=gauss([[1,3,-2,1,335.137],[0,2,5,4,-122.815],[-4,4,1,-2,70.6096],
[3,0,-6,-7,129.13]1); precisioniy,T)
[[-11.7%9%98%8], [47.%93002], [-T79.32787], [44.4%108]1]

Con estas soluciones se resuelve la ecuacidén de cuarto grado con “roots”,
siendo el vector de coeficientes:

a=[1,y[0][0],v[1])00],¥[2]00],¥[3][0]]; precision(a,T)
[1, -11.79%8%8, 47.83002, -T79.32787, 44.498108]

Observe que los elementos se extraen empleando dos indices (fila y colum-
na). Se procede asi porque los resultados devueltos tanto por Gauss como por
Gauss Jordéan son matrices, en este caso de una sola columna porque sbélo se

ha resuelto un sistema de ecuaciones. Con este vector, las soluciones de la
ecuacidén de cuarto grado son:

z=roots (a) ;) precizion(z,7)
[2.1858316, 3.101179, 2.200G364, 1.20003]

Con estas soluciones se crea la funcidn para la ecuacidn no lineal:

f=function(x) {return z[3]*powix,3.2)+z[2]*1ln(x)-=z[0]*x-=[1];}
function()

Y se encuentra la solucidén pedida con el método de Regula Falsi, ubicando



ECUACIONES LINEALES - 179 -

el segmento de solucidn con “incrl”, comenzando la busqueda en 7 y siendo el
incremento -0.1 (pues se sabe que la solucidén es menor a 7):

zl=incrl(f,7,-0.1); =z2==z1-0.1; x=refa(f,zl,=z2); precision(x, 7}

2.06181

5. Encuentre la solucién (el valor de “x”) de la siguiente funcién no 1li-
neal empleando el método de Newton Raphson, donde zo es la solucién real
de la ecuacién polinomial y y1 a ys son las soluciones del sistema de
ecuaciones lineales. El sistema de ecuaciones lineales debe ser resuelto
con el método de Doolittle y la ecuacidén cubica con “cub”. El valor ini-
cial para el método de Newton debe ser encontrado graficando la funcién.

fx)=p+ = yyyat zg" P —zy=0
yi+2y,—ys+3y,=3.75x
2y,—y,+5y,—6y,=1.46x
4y+ y,—Tys+ y,=—049x
Y+ Vvt y4:l.97xl'8

2°—6.78 22+ 14.678 z—5x =0

En este caso se trata de un sistema que depende de una variable, la va-
riable “x”: los valores de “y” y “z” dependen de esta variable.

Como el sistema de ecuaciones lineales se resuelve con el método de Doo-
litle y como en dicho método la factorizacidén sbélo depende de la matriz de
coeficientes, que en este caso es constante, dicha factorizacidédn puede ser
hecha antes de crear la funcidén (para evitar célculos innecesarios):

r_—rE'r_E. r .qr—r_"r—. rl<r<r<-r=-11

b=[[1,2,-1,3],[2
Lir =¢ —Ly ZFlr L&y —4Ly E'r _E.r :':]r Lr _'?r L:r :Lr Lr Lr L::
=

r=dooclittlelun(b)
[r4, 1, -7, 11, [0.25, 1.75, 0.75,
.142857142857142, -4.14285714285714
). 26562500000000006, 0.6T71873]11., 0

P

IrTa |
L r =r -r

[ B T« R

n n -~ -
r LYr “r —If -1 113

Ahora, con la matriz factorizada y la matriz de permutaciones (guardadas
en la variable “r”), se crea la funciédn:

f=function(x) {var c,v,2,z; c=[[3.75*x],[1.46*x],[-0.459*x],
[1.897*pow(x,1.8)]]; y=doolittlescl(r,c); a=[1,-6.78,14.678,-5*=x];
z=cub(a); return yv[O0][O0]+v[1][O)-v[2][0)*v[3][0)4powi=z[0O],1.0135)—-
z[01: 1}
function (x){var c,v,a,2Z;
c=[[3.75*x],[1.46*x],[-0.49*x],[1.9T*pow (x,1.8)11]1"
yv=doolittlesol(r,c)s a=[1l,-6.78,14.678,-5*x]:r z=cub(a):

return y[0][0]+y[1][0]1-y[2][0]*¥[3][0]+pow(z[0],1.0135)-z[0];

Se sabe que la solucién estd en el lado positivo, porque existe un térmi-
no elevado a una potencia real y como se sabe una potencia real sdélo tiene
resultados reales si su base es positiva. Por lo tanto, para obtener el va-
lor inicial se grafica la funcidén en el lado positivo, en este caso se prue-
ba buscando la soluciébén entre 0.1 y 10:

plot ([, function(x) {return 0;}],0.1,10)
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Con esta grafica se puede puede afirmar que existe por lo menos una solu-
cién entre 0.1 y 3, pero la misma no puede ser vista con claridad, por lo
que se vuelve a graficar entre estos limites:

plot ([, function(x) {return 0:}]1,0.1,3)
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Ahora se ve claramente que existe una solucidén cercana a 2, PpPor gque se
puede encontrar una solucién méds exacta empleando dicho valor como valor
inicial para el método de Newton:

precision (newton(f, 2),14)

Siendo esta la solucidén pedida.
6.11. EJERCICIOS

Como en los anteriores temas para presentar los ejercicios que resuelva
en la calculadora, copie las instrucciones en un editor de texto y luego, al
momento de presentar el trabajo, vuelva a copiarlos y ejecutarlos en la cal-
culadora. Alternativamente, puede guardar el ejercicio resuelto como una péa-
gina HTML, haciendo clic derecho en pagina y eligiendo la opcién “guardar
como” (o su equivalente) y guardando la pagina como pagina web completa, o
fichero tnico, asignédndole un nombre adecuado como ejerciciol.html.
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5.

Encuentre las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones lineales
aplicando el método de Gauss Jordan con pivotaje total, Gauss con pivo-
taje parcial y la matriz inversa calculada con el método de Gauss Jordéan
con pivotaje parcial, corrobore dicho resultado con Y“inv”. Finalmente
calcule el determinante de la matriz de coeficientes (muestre todos los
resultados redondeados a 1 digitos después del punto).

3yi v 2y, —  y; + 2y, =2
y, + 4y, + + 2y, = 2

2y, + Yo+ 2y —  ys = 3
y. t Y — ys + 3y, = 4

Encuentre las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones lineales
aplicando: a) choleskylu, choleskysol y cholesky; b) doolittlelu, doo-
littlesol y doolittle; c) gausspt y gaussjpt; d) inv. Muestre los resul-
tados en forma matricial y redondeados a dos digitos después del punto.

Tx, + x, + 2x; -— x, =3
x, + 9x, + 3x; + 2x, = 2
2x, + 3x, + 12x; + 3x, =7
-x, + 2x, + 3x; + 1lx, = 5

Encuentre las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones lineales
empleando: a) El método de Jacobi; b) El método de Gauss Seidel; c¢) E1
método de Crout (con croutlu y croutsol); d) El método de Doolittle di-
recto; e) El método de Gauss Jorddn con pivotaje total; f) El método de
la matriz inversa. Muestre los resulados en forma matricial y redondea-
dos al primer digito después del punto.

22x, — 2x, + 5x; + 2x, = 13
x, + 3lx, + 3x; + 3x, = 20
3x, — x, + 43x; + 5x, = 12
4x, + 3x, + x, + 2lx, = 15

Encuentre las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones lineales
empleando: a) El método de gauss para sistemas tridiagonales; b) El1 mé-
todo de Gauss Seidel para sistemas tridiagonales; c¢) El1 método de Gauss
Seidel esténdar; d) El método de Crout directo; e) El método de Doolitt-
le con factorizacidén y e) El método de Gauss Jordadn con pivotaje par-
cial. Muestre los resultados en forma matricial y redondeados al segundo
digito después del punto.

4x, + 2x, + Ox; + Ox, + Ox; = 8
3x, + 8x, + x; + Ox, + O0x, = 14
Ox, + 2x, + 12x; + 3x, + O0Ox; = 21
Ox, + Ox, + x;, + 9x, + 2x;, = 34
Ox, + Ox, + Ox3y + 3x, + 14x; = 37

Encuentre las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones linea-
les: a) Resolviendo sistema por sistema con croutlu y croutsol; Db) Re-
solviendo los sistemas simultdneamente con doolittlelu y doolittlesol;
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c) Resolviendo los sistemas simultdneamente con gaussj; d) Resolviendo
sistema por sistema con inv; e) Resolviendo los sistemas simultdneamente
con crout. Muestre los resultados en forma matricial y redondeados al
cuarto digito después del punto.

3x, + 2x, — x3 + 2x, = 0
x, + 4x, + + 2x, 0
x, + X, — x3 + 3x, = 0
3y, + 2y, — y; + 2y, = -2
y, + 4y, + + 2y, = 2
2y, + Y, + 2y; — oy, = 3
Yoo F Ya = y; + 3y, = 4
3z, + 2z, — zy + 2z, = 2
z, + 4z, + + 2z, = 2
2z, + z, + 2z — z, = 1
z, + z, — zz + 3z, = 0

6. Encuentre la solucidén (el valor de “x”) de la siguiente funcidén, resol-

viendo el sistema de ecuaciones lineales con el método de la matriz in-
versa, la ecuacidédn polinomial con “roots” y la ecuacidédn no lineal con el
método de la biseccidén (con 7 digitos de precisidn). En esta ecuacidn yi
a ys son las soluciones del sistema de ecuaciones lineales, y zo a z4 son
las soluciones de la ecuacidén de quinto grado. Los valores iniciales
para resolver la ecuacidén no lineal deben ser calculados con el método
incremental (se sabe que la solucidén es mayor a 0.5).

X
+ y3y4ezz+z,_
Vs

f(x)=y,y,x" =2,z (x) 2y ys=0

2y, + y;=2y,+ y;=23
Y=yt 2ys+ y,—3y;=—19
3yt yo— 23+ Sy,—4ys=25

Vit Yot y3—ys—ys=—0.2
2y +3y,+4y,—5y,—ys=05

22—11.8z"+54.82°—125.042 27+ 140.02z2—61.4916 =0

7. Encuentre las 3 soluciones (los valores de “x”) de la siguiente funcidn
no lineal empleando el método de la secante, donde zo es la solucidn
real de la ecuacidén polinomial y y1 a ys son las soluciones del sistema
de ecuaciones lineales. El sistema de ecuaciones lineales debe ser re-
suelto con el método de Crout directo, la solucidén real de la ecuacidn
polinomial debe ser calculada con el método de Newton (se sabe que la
solucidén real esté comprendida entre 6 y 10). Los valores iniciales para
el método de la secante deben ser obtenidos de la grafica de la funcidn,
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las soluciones deben ser mostradas redondeadas al tercer digito después
del punto.

F(x)=V2y,+ 3y, 44 y,—y,—2z,+ 7—1.87=0

3y,—2y,+4y,—y,=1.26%x
yi+y, =3+ 2y,=e"
S5y+y,—y;,—3y,=x/8.11

2y +3y,+4y,—5y,=V6.15x

2°—16.322"+ 116.842°—464.8 z°+ 1054.88 z—(x/1.79156 )’ =0






ECUACIONES NO LINEALES - 185 -

7. ECUACIONES NO LINEALES

Para la solucién de sistemas de ecuaciones no lineales (con excepcidn de
los polinomios) no existen métodos analiticos, por lo que dichos sistemas
sélo pueden ser resueltos empleando métodos numéricos.

Como sucede con la mayoria de los métodos numéricos, para comenzar el
proceso, se requieren valores iniciales (valores de prueba) y en este caso
es aun mas importante que dichos valores sean lo mds cercanos posible a las
soluciones debido a que los sistemas de ecuaciones no lineales tienen con-
juntos de soluciones, de manera que se puede encontrar un conjunto de solu-
ciones diferente al buscado (o a ninguno si no se logra convergencia).

Cuando el sistema de ecuaciones no lineales puede ser expresado en fun-
cidén de una sola variable, la forma mads eficiente y segura de resolverlo es
empleando los métodos estudiados en temas previos (tales como los métodos de
la secante y Newton).

7.1. METODO SIMPLEX
En realidad, el método Simplex es un método de optimizacidén, es decir un

método que permite encontrar un médximo o un minimo y en consecuencia puede
ser empleado para resolver una gran variedad de problemas, tales como opti-

mizar ganancias (es decir maximizar los beneficios), optimizar gastos (mini-
mizar costos), ajustar datos (minimizar residuos), optimizar el aprovecha-
miento de recursos (maximizar el tiempo de uso), etc.

En este sentido puede ser empleado también para resolver sistemas de
ecuaciones no lineales, porque los sistemas de ecuaciones no lineales pueden
ser expresados como un problema de optimizacidén, donde el objetivo es mini-
mizar las diferencias entre los lados izquierdo y derecho de las ecuaciones
(es decir minimizar los residuos). Por ejemplo, si la funcidén a resolver es:

‘f(x1’x2’x3’“"xny:(x (7.1)

La solucidén se encuentra cuando al reemplazar los valores de las varia-
bles independientes (x; a Xn), la igualdad se cumple. Una forma conveniente
de conseguirlo es colocando la funcién en forma de un problema de optimiza-
cidén, mas especificamente de minimizaciédn:

g(xpxz’x3)"':xn):f(xpxz:x3"":xn)_a:0 (7.2)

Sin embargo, esta forma tiene un inconveniente pues la diferencia puede
ser positiva o negativa y si es negativa, es menor a cero, entonces se po-
dria concluir errdéneamente que se ha encontrado el minimo. Este problema
puede ser evitado si la diferencia se eleva al cuadrado:

[g(xl,xz,x3,~-,XHHZZ[f(XH,xz,x3,~~,xn)—1xr220 (7.3)

De esa manera nunca se tienen valores negativos. Cuando la funcidén se co-
loca en esta forma, se conoce como la funcidén de error, y es la forma en que
deben ser colocadas las expresiones para que puedan ser resueltas por el mé-
todo Simplex:

e(xl’xz’x3’“')xn):[fxxﬁ)x2’x3’”"xn)_(xr::0 (7.4)

Es importante recordar que el objetivo de esta transformacidén es simple-
mente la de asegurar que la funcidén devuelva siempre valores positivos por
lo que en ese sentido se puede recurrir a otras alternativas.
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Ahora bien, partiendo de un conjunto de valores iniciales asumidos (plan
inicial Simplex), el método encuentra nuevos valores proyectando los valores
asumidos en direccién al minimo. Dicha proyeccién se la realiza mediante in-
terpolacién o extrapolacién lineal de puntos “n-dimensionales”.

7.1.1. Proyeccién lineal n-dimensional

En un sistema de ecuaciones no lineales, cada valor asumido constituye un
vector, o, lo que es lo mismo un punto “n-dimensional”, que tiene tantas di-
mensiones como variables tiene el sistema.

La deduccién de las ecuaciones que permiten la proyeccidén de un punto a
través de otros dos, se hard empleando puntos en el plano (vectores con dos
dimensiones), sin embargo, las ecuaciones resultantes tendrdn aplicacidén ge-
neral.

Tomando en cuenta la siguiente figura:

y A
y Ps
y2 =}
y P4
X1 X2 X3 :

Donde se conocen los puntos Py y P, yv el objetivo calcular el punto P3. Si
se conocen las distancias que existen entre los puntos Pi, P, y Pi, P3, es
decir si se conoce la relacidn:

‘Plfz
P, P,
Los elementos del punto Pz (x3,y3), se calculan con:
X,—X
Xy— X (7.6)
X3:k'x2+ (lfk)'xl
kz}B_y1
V2=V (7.7)

Vi=k y,+ (l_k)'yl

O generalizando, para cualguier punto P (un vector con “n” dimensiones o
elementos), se tiene:

P.,=k-P,+(1-k) P, (7.8)
7.1.2. Plan inicial Simplex
Como ya se dijo, para comenzar el método se requiere un conjunto de valo-

res iniciales asumidos, dicho conjunto debe estar conformado por n+l valores
(puntos) siendo “n” el numero de dimensiones (variables) del sistema.
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Por ejemplo, para dos dimensiones se requieren 3 puntos y si los puntos
son los que se muestran en la figura:

A

»

Pn
P

Ps

Valor de la funcion de error

»
»

0 Valor de los puntos

Al punto que se encuentra mas cerca del minimo (m&s cerca de 0) se deno-
mina Ps (“s” de smallest) mientras que al que se encuentra mas alejado se
denomina Pn (“h” de highest). Los otros puntos se identifican con un numero.

7.1.3. Centroide

En el método Simplex se busca reemplazar el peor valor asumido (o el peor
valor del plan) por uno méds cercano al minimo. Con este propdsito se calcula
el promedio de todos los puntos del plan Simplex, sin incluir el punto Pj.
Al punto resultante se denomina centroide “C” y se calcula con:

7.1.4. Reflexidn

Para reemplazar el punto que se encuentra mas alejado del minimo (Pn), se
realiza una proyeccidén lineal del punto P, a través del centroide C:

A

»

2

()

)

o

c

0

3]

c
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E

()

°
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o

©

>

0 Valor de los puntos g

De manera que el punto proyectado sea el reflejo del punto Pn (siendo Pi-
Ps el plano de proyeccién). Si se denomina “a” a la relacidédn entre las dis-
tancias (Py-P:)/ (Pn-C) (el valor de “k” en las ecuacidén (7.8)), la ecuacidn

de proyeccidn para el cdlculo del punto reflejado P, es:

P,=a-C+(1-a)P, (7.10)
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AN

Donde el valor de “a” es 2. En la practica, sin embargo, se emplea un va-
lor un tanto diferente (por lo general 1.95), porque un valor entero puede
dar lugar a un comportamiento oscilatorio.

Si se denomina er al valor de la funcién de error en el punto P (e(P:)),
en al valor de la funcidén de error en el punto Pn (e(Pn)) y es al valor de la
funcién de error en el punto Ps (e(Ps)), al realizar la reflexidn se pueden
presentar los siguientes casos:

a) Si er es menor es, entonces la reflexidén ha sido muy buena, pues se ha
conseguido un punto mads cercano al minimo. Entonces se procede con la
expansidén (que se estudiard mas adelante).

b) Si er es menor e, pero no menor a es, entonces la reflexidén es buena.
En este caso se reemplaza el punto Pn por el punto P..

c) Si er es mayor a en, entonces la reflexidén es mala. En este caso se
procede con la contraccidén (que se estudiard mas adelante).

7.1.5. Expansién

Como se dijo, cuando la reflexidén es muy buena (e.<es), se procede con la
expansién, que simplemente consiste en proyectar el punto P, al doble de la
distancia que existe entre P, y C:

« A
S L
5 .
()
©
c
©
0
c
=
©
(o)
o
—
L)
©
>
0 Valor de los puntos g
Si se denomina “b” a la relacidn entre las distancias (Px-C)/(P.-C), la
ecuacidén de proyeccidédn (ecuacidén (7.8)) se transforma en:
P =b-P.+(1-b)C (7.11)

Donde “b” es igual a 2, sin embargo y como sucede en la reflexidn, se em-
plea un valor cercano a 2 (generalmente 1.95).

Si se denomina ex al valor de la funcidén de error en Px (e(Px)), entonces
se pueden presentar los siguientes casos:

a) Si ex es menor a er, el nuevo punto se aproxima mas aun al minimo, por
lo tanto Py reemplaza a Pu.

b) Si ex es mayor a er, la expansién no ha sido buena, por lo tanto se
mantiene el punto de reflexidn, es decir que P. reemplaza a Py.

7.1.6. Contraccién

Como se dijo, cuando la reflexidn es mala, se procede con la contracciédn,
que consiste en recorrer el punto reflejado a la mitad de la distancia que
existe entre C y Pn:
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Si se denomina “d” a la relacidén entre las distancias (P.-C)/(Pn-C), la
ecuacidén de proyeccidédn (ecuacidén (78)) se transforma en:
P,=d-C+(1-d)-P, (7.12)

Donde “d” es 0.5, pero al igual que en los otros casos (para evitar un
comportamiento oscilatorio) se toma un valor cercano a 0.5 (generalmente
0.45).

Si se denomina ec. al valor de la funcidén de error en el punto P. (e(Pc)),
entonces se pueden presentar los siguientes casos:

a) Si ec es menor a en, la contraccidén ha sido buena, entonces se reempla-
za Pn por Pc.

b) Si ec es mayor a en, la contraccién ha sido mala, se procede con el es-
calamiento.

7.1.7. Escalamiento

Como se dijo, cuando la contraccidén es mala se procede con el escalamien-
to. En el escalamiento se proyectan los puntos del plan Simplex (con excep-
cidén de Ps) a través del punto Ps:

. A P
o
E
3]
8 P
c
:8 Pn
c
° )
©
S Ps
©
>
>
0 Valor de los puntos

El escalamiento puede hacerse hasta la mitad de la distancia que existe
entre los puntos P; y Ps (como se muestra en la figura) o al doble de esta
distancia. Si se denomina P* a los puntos resultantes de la proyeccidn, la
ecuacidédn para el cdlculo de estos puntos es:
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P*=k-P+(1-k)-P, [i=1>n+1; i#s (7.13)

Donde el valor de k puede ser 2 (en la practica 1.95) o 0.5 (en la préac-
tica 0.45).

Como el escalamiento cambia todos los puntos del plan (con excepcidn del
punto Pg), es necesario recalcular los valores de la funciédn de error para
los nuevos puntos del plan.

En el método Simplex, las operaciones de reflexidén y las consiguientes
operaciones de expansién, contraccidén y/o escalamiento se repiten hasta que
se encuentra un valor de la funcidén de error aproximadamente igual a cero o
hasta que los valores de Ps y Pn son casi iguales. Dado que la convergencia
no estéd asegurada, se debe emplear también un contador de iteraciones para
terminar el proceso cuando se alcance un limite determinado.

7.1.8. Plan inicial Simplex

Como ya se sefald previamente un plan Simplex estéd conformado por n+l
puntos, siendo “n” el nUmero de dimensiones (variables del sistema). Si por
ejemplo se tiene un sistema con 5 dimensiones (o variables), se requieren 6
puntos para el plan inicial Simplex, ello implica asumir los valores de 30
variables (5 variables para cada punto), una labor tediosa que puede desa-
lentar inclusive el empleo del método.

Por esta razdén se han desarrollado algunos procedimientos para generar
los puntos del plan inicial Simplex en base a un solo punto asumido.

Uno de dichos métodos es el siguiente: Sea P; el punto asumido, entonces
el segundo punto (P2) se genera multiplicando el primer elemento del punto
asumido por 1.1, el tercer punto (P3) multiplicando el segundo elemento del
punto asumido por 1.1, el cuarto punto (P4) multiplicando el tercer elemento
del punto asumido por 1.1 y asi sucesivamente hasta generar los n+l puntos
del plan.

Por ejemplo, si el sistema tiene 3 dimensiones (o variables) y el punto
asumido es P1=(15,15,150), los otros puntos del plan Simplex se obtienen de
la siguiente manera:

P2 = (15*1.1, 15, 150) = (1l6.5, 15, 150)
P3 = (15, 15*1.1, 150) = (15, 16.5, 150)
P4 = (15, 15, 150*1.1) = (15, 15, 165)

7.1.9. Ejemplo manual

Como este método, y los otros que se estudiardn en este tema, requiere
muchas iteraciones para encontrar un resultado, en la préactica no se emplea
nunca de forma manual, sin embargo, para comprender mejor el proceso y asi
poder automatizar el mismo, se realizarédn algunas iteraciones manuales para
el siguiente sistema (que por cierto puede ser resuelto con los métodos es-
tudiados en temas previos):

xX’+2y° = 22

(7.14)
—2x’+xy-3y = -1l

Para resolver este sistema con el método Simplex, primero se programa la
funcién de error y dado que la misma debe recibir un vector con “n” elemen-
tos (siendo “n” el numero de variables del sistema, en este caso 2), se re-
escribe el sistema de ecuaciones en forma vectorial:
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xeg+2x, = 22

) (7.15)
—2x0+ x0x1—3x1 = _11

Para crear la funcidén de error (un problema de minimizacidédn) las ecuacio-
nes se igualan a cero, se elevan al cuadrado y se suman:

e(x)=[xi+ 2x] =22+ [~2x2+ xox,~3x,+ 11] =0

Siendo esta la funcidén de error “fe” que se programa para el método (re-
cuerde que en Javascript el primer indice es 0).

fe=function(x) {return
sqr(x[0]*=x[0]+2%x[1]*x[1]-22)+ogqr (-2%=x[0] *x[0] +=x[0]) *=x[1] -3*x[1]+11) ;]
function (x){return

sgqr(x[0]*x[0]+2*=x[1]*&x[1]-22)+=gqr(-2%*=x[0] *&[0] +x[0]) *=x[1] -3*x[1]+11);}

Se guardan en variables las constantes del método, se asume los valores
iniciales en un vector (x) y del mismo se extrae la dimensidén del problema

(n) :

a=1.953; b=1.95; d=0.45; k=1.95; ==[1,2]; n=x.length;
2

A\eyg

Entonces, con el vector asumido, se genera la matriz “p” con el plan ini-
cial simplex (siguiendo el algoritmo descrito en el acdpite respectivo):

p=new Array(nt+l); for(i=0;i<=n;i++) pli]l==x.slice(); for(i=l;i<=n;i++)
plil[i-1]*=1.1; p
(r1, 2, 1.1, 2y, [1, 2.2]]

Donde cada fila corresponde a cada uno de los puntos del plan (en este
caso 3 puntos, pues se tienen 2 dimensiones).

Para cada uno de los puntos del plan se calcula el valor de la funcidn de
error:

e=new Array(ntl); for(i=0;i<=n;i++) e[i]=fe(pl[il); e
[194, 180.432409990000098, 149,30239905944004845]

Con estos valores se fijan los indices del menor (“s”) y mayor (“h”) va-
lores del plan, que en este caso corresponden a 2 y 0 respectivamente (re-
cuerde que en Javascript el primer indice es siempre 0).

=2=2;h=0;
1]
Entonces se calcula el promedio de los puntos (el centroide “c¢”) aplican-—
do la ecuacidén (7.9):
c=new Arrayin); for(j=0;j<n;j++){c[i]=0; for(i=0;i<=mn;i++) if(i!=h)
c[jl+=plil[3]; <[j]1/=n;} <
[1.03, 2.1]
Y se procede a la reflexidn, aplicando la ecuacidén (7.10) (tomando en
cuenta que los puntos de estas expresiones son en realidad vectores):
pr=new Array(n); for(j=0;j<n;j++) prljl=a*c[jl+(l-a)*p[h] [i]; px;
[1.0675, 2.183]

Para el cual el valor de la funcidén de error es:

er=fe (pr)
144.02540098004141
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Y dado que este valor es menor a todos los valores de la funcidn de
error, se concluye que la reflexién ha sido muy buena y en consecuencia se
procede con la expansién (ecuacidén (7.11)):

px=new Arrav(n); for(j=0;j<n;i++) px(ijl=b*pr[il+(1-k)*=[jl; px
[1.1426249990000008, 2.2B8524000000404040404)

Siendo el valor de la funcidn de error para este punto:

ex=fe (px)
122.230004345912682

Y como este valor es menor al de la reflexidén (er=144.0...), la expansidn
ha sido buena, por lo que se reemplaza el punto “pn” del plan con el punto

\\pX

” .

plhl=px.slice(); p
[[1.1426249990080990908, Z.2E85249088089006085880], [1.1, 21, [1, 2.21]

Siendo este el nuevo plan Simplex.

Igualmente se reemplaza el valor de la funcidén de error respectivo:

e[h]l=ex; =
[122.23000434912682, 186.43249090009000058, 149.3023990080805454045)

Como el menor valor de la funcidén de error (122.23...) esta aun bastante
alejado de cero (que es el minimo buscado), se repite el proceso y para
ello, con los nuevos valores de la funcidén de error, se determinan los nue-
vos indices de plan: “s” (menor) y “h” (mayor), que en este caso son 0 y 1
respectivamente:

==0; h=1;
1

Entonces se calcula el nuevo centroide (“c¢”), se procede con la reflexidn
y se calcula el valor de la funcién de error (“er”) para este punto:

for{j=0;j=<n;j++) {c[i]1=0; for(i=0;i<=n;it++) if{i'=h) c[jl+=plillil;
el[il/=n;}; for(j=0;j<n;j++) prlil=a*clil+(1l-a)*plh][j]; er=fe(pr)
01.156B1770076533

Una vez mas la reflexidén es muy buena (es menor a al menor valor de la
funcién de error “es=122.2..."), por lo que se procede con la expansién:

for(3=0;j<n;i++) px[ijl=b*pr(il+(l-k)*c[j]; ex=fe(px)
24.T741T0263257704
Y una vez més la expansidén es buena, por lo tanto se reemplaza el punto

pn” del plan y el valor respectivo de la funcidén de error, por el punto
“px” y el valor ex:

AN

”

plhl=px.slice(); e[h]l=ex; e
[122.23000434912682, 54.74170263257704, 1459.3023990480859454045)

Como el menor valor de la funcidén de error (54.742) no es aln cercano a
cero, se repite el proceso.

Los nuevos valores de “s” y “h” son:

z=1; h=Z;
2

Procediendo con la reflexidén se obtiene:



ECUACIONES NO LINEALES - 193 -

for(j=0;j<n;j++) {c[j]1=0; for(i=0;i<=n;i++) if({i'=h) c[jl+=plillil:
el[il/=n;}; for(j=0;j<n;j++) prljl=a*clil+(l-a)*plh][j]; er=fe(pr)
38.541570474495265

” A\

Una vez mas la reflexidén es muy buena (“ex” es menor a “es”), por lo que

se procede con la expansién:

for(3=0;d«<n;i++) px[i]l=b*pr[il+(l-kb)*c[i]; ex=fe(px)
11.7540404053 76578

Como la expansidédn es buena, “px” reemplaza a “pn”:

plhl=px.slice(); e[h]l=ex; e
[122.23000434912682, 54.74170263257704, 11.754040405337637E]

Entonces se repite el proceso:

==2; h=0;
0

for(j=0;j<n;j++) {c[j]1=0; for(i=0;i<=n;it++) if({i'=h) c[jl+=plillil;
clil/=n;}; for(3j=0;j<n;i++) prljl=a*c[jl+(1l-a)*plh]l[j]; er=fe(pr)
10.050293149723583

Como la reflexidén es muy buena, se procede con la expansidn:

for(3=0;j<n;i++) px[jl=b*pr[jl+({l-kb)*c[j]; ex=fe (px)
00,15313218617443

Ahora, sin embargo, la expansién no es buena (“ex” es mayor a “er”), por
lo que “pr” reemplaza a “pn”:

plhl=pr.=lice(}; e[h]=er; e
[10.0502583149723583, 54.74170263257704, 11.75404040537657E8]

Y como aun el menor valor no es cercano a cero, se repite el proceso:

z=0; h=1;
1

for(j=0;j<n;j++) {c[j]1=0; for(i=0;i<=n;it++) if({i'=h) c[jl+=plillil;
eljl/=n;}; for(j=0;j<n;i++) prljl=a*c[jl+(1l-a)*plhl[j]; er=fe(pr)
53.500960808204384355

AN} ”

Como la reflexidén es buena (“er” es ligeramente menor a “en”) reem-

plaza a “pn”:

pr

plhl=pr.slice(}); e[h]=er; e
[10.0502083149723583, 53.5009g600204384355, 11.754040405376327TE8]

Continuando de esta forma, unas cuantas iteraciones mas, se obtiene:

==0; h=1;
1

for(3j=0;j<n;j++) {c[j]1=0; for(i=0;i<=n;i++) if(i'=h) c[i1+=plil(il;
cl[i]1/=n;}; for(j=0;j<n;j++) prlil=a*c[jl+(l-a)*plhl[j]l; er=fe(pr)
46.T0T33814239368

plhl=pr.slice(}); e[h]=er; e
[10.050293149723583, 46.7073381423093c8, 11.754040405376378]

z=0; h=1;
1
for(3=0;j<n;3++) {c[3]1=0; for(i=0;i<=n;i++} if(i!=h} cljl+=plillil;



- 194 - Hernan Pefiaranda V.

eljl/=n;}; for(j=0;j<n;j++) prlil=a*c[jl+(1l-a)*plhl[j]; er=fe(pr)
43,.60343922407818

plhl=pr.=lice(}; e[h]=er; e
[10.0502831409723583, 43.60343022407818, 11.75404040537657E8]

==0; h=1;
1

for(3=0;d<n;j++) {c[j]1=0; for(i=0;i<=n;i++) if(i'=h) cl[i1+=plil(il;
eljl/=n;}; for(j=0;j<n;j++) prlil=a*c[jl+(1l-a)*plhl[j]; er=fe(pr)
39.9666T03T702E5 766

plhl=pr.=lice(}; e[h]=er; e
[10.050293149723583, 39.9666T03T79285766, 11.75404040537657E8]

==0; h=1;
1

for(3=0;d<n;j++) {c[j]1=0; for(i=0;i<=n;i++) if(i'=h) cl[i1+=plil(il;
clil/=n;}; for(3j=0;j<n;j++) prlil=a*c[jl+(1l-a)*plhl[j]; er=fe(pr)
35.734853896B2637

plhl=pr.slice(}); e[h]l=er; e
[10.050293149723583, 35.734B53B06B2637, 11.75404040537657E]

==0; h=1;
1
for(j=0;j<n;j++) {c[j]1=0; for(i=0;i<=n;i++) if(i!=h) c[jl+=plil[il;
clil/=n;}; for(3i=0;j<n;j++) prlil=a*c[jl+(1l-a)*plhl [j]; er=fe(pr)
34 3227001316411
plhl=pr.slice(}); e[h]l=er; e
[10.050293149723582, 34.322T001316411, 11.754040405376578]

Como se puede ver el método va convergiendo lentamente, después de 10
iteraciones aun estd bastante alejado de cero. Esa es una caracteristica del
método y la razdédn por la cual no se aplica manualmente, se requieren cientos
o miles de iteraciones para lograr resultados aceptables.

Hasta el punto donde se ha iterado la mejor aproximacidédn (la correspon-
diente al indice “s”) es:

pl=l
[1.1058198346630857, 3.4016404708B88672]

Es decir que hasta el momento las soluciones serian: x;=x=1.1058... vy
x,=y=3.4016..., valores que todavia estédn lejos de las soluciones correctas
(x=2, y=3).

7.1.10. Algoritmo y cédigo

El algoritmo que automatiza la aplicacién del método se presenta en la
siguiente pagina y en la misma “planInicial” es la funcién donde se calculan
los puntos del plan inicial (“p”), “errores” es la funcién donde se calculan
los valores de la funcidén de error para los puntos del plan simplex (“e”),
“indices” es la funcién donde se determina el indice del menor valor de la
funcién de error (“s”), “indiceh” es la funcidén donde se determina el indice
del mayor valor de la funcidén de error (“h”), “centroide” es la funcidén don-
de se calcula el centroide del plan simplex (“c¢”), “reflexidén” es la funcidn
donde se realiza la reflexidén (“pr” y “er”), “expansidén” es la funcidn donde
se realiza la reflexidén (“px” y “ex”) y “contraccion” es la funcidén donde se
realiza la contraccidén y desde la cual se llama a “escalamiento” en caso de
que la contraccidén sea mala.
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f.  Funcion de error.
Jx: Punto Inicial asumido.

NS err: Error permitido(v.p.d. 0.1)
C n=N°de eljmentos en X) li: Limite de iteraciones (v.p.d. 1000)

<a=1 95, b=1.95; d=0.45; k=1.95, m=D

ph=pr; er=er

expansion()

contraccion()

m=m+1 X

[m==1i]

devolver ps

El cbédigo respectivo, afiadido a la libreria “mat205.7js”, es:
function simplex{f, x,err,1i}) {
if (x=—null})
throw new Error{"Valores iniciales no asumidos (simplex).™);
if {err=—null) err=0.1;:
if {li=—null}) 1i=1000;
var i,j,h,s,sl,er,ex,ec,a=1.95,b=1.95,d=0.45,k=1.95,n=1;
var n=x.length,p=new Array{n+l) ,e=new Arrayv{(n+l}
vTar c=new Arravyv(n) ,pr=new Lrravi{n) ,pX=new Lrrav{n) :
var pc=new Array{n) ;err=sgr{err);
Tfunction planInicial{y {
for (i=0:;i<=n:;it++)
plil=x.21lice {0}
for (i=0;i<n;it++)
pli+l][i]*=1.1;
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}

function errore=s() {
for (i=0;i<=n;i++)
e[i]=E(plil)
¥
function indiceh({) {
h=0;
for (i=l;i<=n;it++)
if {(e[i]>e[h]) h=i;
}
function indices() {
s=0;
for (i=lri<=n:;it+)
if (e[i]<e[=]) ==1i:
¥
function centroide() {
for (j=0:;j<n:j++) {
c[il=0Cr
for (i=0;i<=n:;it++)
if (i'=h) c[jl+=pl[ill3]-
cl[il/=n:

X

Tfunction reflexion() {
for (j=0:j<n:;j++)
prljl=a*c[jl+(1-a)*p[h]l []1];
er=f (pr) ;
¥
function expansion{) {
for (j=0;j<n;j++)
p[i]1=b*pr[i]1+(1-b)*c[3]~
ex=f(px) r
if (ex<er)
ip[h]l=p=x.=lice():; e[h]l=ex;}
else
ip[h]l=pr.=slice(); e[h]l=er:}
s=hnh;
}
Ffunction escalamiento{pla)y {
for (i=0;i<=n:;it++)
if (il==)
for (j=0:;j<n;j++)
plil [J1=k*cl=] [31+(1-K)*pli]l [3]~
errores{) r
indices{}):
}
function contraccion{y {
for (j=0:;j<n;j++)
pelil=d*c[i]1+(1-d)*c[h] []]~
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ec=f (pc) »
if (ec<e[h]}
{eplh]l=pc.=slice(0); e[h]l=ec:}
else
el=e
escalamiento() ;
¥
planInicial ()
errores()
indice=(}
while (true) {
indiceh{} r
centroide () -
reflexion() -
if (er»e[=] && er<e[h])
felh]l=pr.=slice(0); e[h]l=er:}
elzse if (er<e[=])
expansion()
else
contraccion() !
if {e[s]<err){ alert("Nimero de iteraciones: "+m) ;
return pl=]-})
if (mi+ = 11i})
throw new Error{"Conver

1]

3 5 7 == 3 7 IR
encia no lograda (simplex)."™):

}

Haciendo correr el programa con el sistema del ejemplo manual, con el
error y limite de iteraciones por defecto, se obtiene:

fe=function(x)} {return
sgqr(x[0]*x[0]+2%*x[1]*=x[1]-22) +aqr(-2%=x[0] *x[0] +x[0] *=x[1]-3*&x[1]+11);};
simplex(fe, [1,2])
[2.00113988101627, 2.9921815440261015]

Que son soluciones cercanas a las correctas. Haciendo correr el programa
con un error igual a le-9 (y mostrando el resultado con 9 digitos de preci-
sién), se obtienen:

precision(zimplex(fe, [1,2],1e-9),9)
[2, 2]

Que, con la precisidén empleada, son los resultados exactos.
7.2. METODO DEL DESCENSO ACELERADO

Al igual que Simplex, el método del descenso acelerado es un método de
optimizacidén, por lo tanto se trabaja con la funcidén de error:

e(xl,xz,x3,“-,xn):[fth,xz,x3,~-,xn)—11r:=o (7.4)

Pero la direccidén a seguir se determina no por extrapolacidén multidimen-
sional, sino mediante el gradiente de la funcidén de error, definida por la
siguiente ecuacién:
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0 fe(¥)

0x,
0 fe(*)

2=V fe(X)=| ox, (7.16)

0 el

ox,

Para acercarse al minimo, se resta a los valores iniciales asumidos (el
vector inicial) el gradiente de la funcidén multiplicado por un factor a:

-

X,=X—a-zZ (7.17)

El valor de O se determina de manera que, con dicho valor, se minimice el
valor de la funcidén en la direccidén de la gradiente. En este tema a se

calcula normalizando primero los valores del vector “z” (para gque su suma
sea 1) y probando luego valores de alfa que comienzan en 1 y que en itera-
ciones sucesivas disminuye a la mitad del valor anterior, hasta que la fun-
cidén de error es menor al valor de la funcidén de error en el punto asumido.
Entonces se toma un valor de a igual a la mitad del valor encontrado y con
el mismo se calcula el valor de la funcidédn. Posteriormente, con el punto
inicial y los dos puntos calculados con o y a/2, se encuentra el minimo de
la curva formada por esos tres puntos, igualando a cero la derivada primera

de la ecuacidén de segundo grado resultante de la interpolacidédn polinomial.

Para el célculo del gradiente, el principal problema radica en el céalculo
de las derivadas parciales. Si bien con funciones sencillas es posible tra-
bajar con las derivadas analiticas, en la mayoria de los casos esa alterna-
tiva no es préactica, por un lado porque consume mucho tiempo, y por otro,
porque seria necesario repetir dicho procedimiento para cada nuevo sistema
de ecuaciones.

Para elaborar un programa que sea de utilidad préctica, el calculo de las
derivadas parciales debe ser numérico y para ello se empleard la férmula de
diferencia central de segundo orden (empleada ya en el método de Newton)
adaptada para el calculo de la derivada parcial:

a]%(})__jé(xhxl-~,x;+h,-~,xn_1,x)-—jé(xhxl-~,x;—h,~-,xm4,xn)
ox, 2h

(7.18)

Donde el valor de “h” se calcula con: h:=xf10_6-

El proceso comienza calculando el valor de la funcién de error para los
valores iniciales asumidos (vector “x”):

fe,= fe(%) (7.19)

W,

Para determinar la direccidén a seguir se calcula “z” y con el mismo el
valor absoluto de “z”:

z,=Z| (7.20)

Si este valor es cero, el proceso concluye, siendo las soluciones los va-
lores del vector “x”, caso contrario, se normalizan los valores de “z”

Lz
z=Z= (7.21)
Zy
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Se fija as (valor de ) en 1 y con el mismo (y el valor del vector “z”)
se calcula el nuevo vector de prueba y los respectivos valores de la funcién
de error:

X,=X%—a,zZ
]ézsz(fﬁ

Si “fe3” no es menor a “fei”, “as3” se divide entre dos (as=as/2) y se vuel-
ven a calcular los valores de “x3” y “fe3”, repitiendo si es necesario hasta
que “fe3” sea menor a “fei;” o hasta que “a3” sea menor al error permitido, en
cuyo caso el proceso concluye, siendo las soluciones los valores actuales de
W

(7.22)

Una vez que “fes3” es menor a “fe:”, se calcula un nuevo valor de O extra-

polado “a0” y para ello se calculan los siguientes pardmetros:
X,=%X—a,z
> A (7.23)
féz"fé(xz)
e,— je
hl:w (7.24)
a,
e,—je
hZZM (7.25)
a3_a2
h2_hl
h,= (7.26)
as
Y con los mismos se calcula el valor del parametro “a¢”:
hl
a,=0.5- 4= (7.27)

3

Con este wvalor (O) se calcula un nuevo valor de prueba y el correspon-
diente valor de la funcidén de error:

Xy=X—a,z
fbo::fé(xb)

Si “fep” es menor a “fez”, los nuevos valores de prueba son los valores
del vector “xo caso contrario los nuevos valores de prueba son los valores
del vector “x3”.

(7.28)

r”

7.2.1. Ejemplo manual

Para comprender mejor el proceso se aplicard el método al sistema de
ecuaciones (7.15), por lo tanto, la funcidén de error es la misma que en el
método Simplex:

fe=function(x) {return
sqri{x[0]*=x[0]+2%x[1]*=x[1]-22)+sgr (- 2%x[0] *=x[0])+x[0]*=x[1]-3*x[1]+11);};
function (x){return
sqr(x[0]*=x[0]+2%=x[1]*x[1]-22)+=qr(-2%=x[0] *=x[0] +x[0]) *=x[1] -3*x[1]+11) ;]
Puesto que en este método se deben calcular las derivadas parciales, se
crea una funcién para ese fin:

dpl=function(f, =, i) {h=x[i]*1le-6; =x[i]+=h; £2=f(x); =x[i]-=2*h; f1=f(x);
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x[i]+=h; return (£2-£1)/(2%h);}

function (f,x,i){h=x[i]*le—-6; x[i]+=h; f£2=f(x); =x[i]-—=2%h; f£l1=f(x);
x[i]+=h; return (£f2-f1)/(2%h);}

Los valores iniciales asumidos, seran los mismos que en el método Simplex

es decir x=x1=1 y y=xp=2 y con la dimensidén del vector se crean los otros
vectores necesarios para el método:

®#=[1,2]; n==x.length; z=new Array(n); x0=new Arrayin); x2=new RArray(n);
x3=new Lrray(n);

Con los valores asumidos (el vector “x”) se calcula el valor de la fun-
cién de error:

tel=fe (=)
154

Como este valor no es cercano a cero se determina la direccidén a seguir
con el gradiente de la funcién de error:

for(i=0;i<n;i++) =z[i]=dpl({fe,x,i}; =
[-72.00000001716944, -227.900000000804085]

Y se calcula su valor absoluto (que también puede ser calculado con
“abS") .

z0=0; for(i=0;i«<n;i++}) =z0+=z[i]*=z[i]; =zO0==grt(=z0)
230.0088306147T12538

N,

Con este valor se normalizan los valores de “z

for{i=0;i<n;i++) =z[1i]/==0; =
[-0.301131368002521, -0.9535826651134816]

Ahora se inicia a3 en 1 y se calculan el vector x3 y el valor de la fun-
cibén de error para x3:

ai=1l; for(i=0;i<n;i++) x3[i]l=x[i]l-a3*z[i]; fei=fe(x3)
14.91931784100977

Como “fe3” ya es menor a “fel”, se pasa al cadlculo del pardmetro “a0”, el
vector “x0” y el valor de la funcién de error para “x0” (feO):

aZ=a3/2; for(i=0;i<n;i++) =x2[i]==x[i]-aZ*=z[i]; fe2=fe(x2);
B4.90712615356168

hl=(fe2-fel)/fa2; hi=(fe3-f=2)/(a3-a2); h3=(h2-hl)/ a3;
TE.2101310e77T278

al={a2-hl/h3)/2; for(i=0;i<n;i++) =x0[i]==x[i]-al*=z[i]; fel=fe(x0)
33.88508476511371

Entonces se compara “fe3” con “fe0” y como “fe3” es menor, se toman como
nuevos valores de prueba los valores de “x3”:

for(i=0;i<n;i++) =x[i]==3[1i]; x
[1.301131368002521, 2.9535826651134814]

fel=fel
14.91931784100077

Ahora (puesto que fel estd todavia bastante lejos de cero) se repite el
proceso, calculando el nuevo valor de “z0”:

for(i=0;i<n;it++) z[i]=dpl(fe,x,i); =z0=0; for(i=0;i<n;it++)



ECUACIONES NO LINEALES - 201 -

z0+=z[i]*=[i]; =z0==grt(=0)
B0.BB33B42126411

Y como este valor no es cero, se continta con el proceso, calculando el
nuevo valor de “fe3”:

for(i=0;i<n;i++) =z[i]/==0; a3=l; for(i=0;i<n;i++) x3[i]=x[i]-a3*=z[i];
fei=fe (x3)
122.12889165223024

Ahora “fe3” no es menor a “fel” por lo que se reduce “a3” hasta que el
valor de “fe3” sea menor a “fel”:

a3/=2; for(i=0;i<n;i++) =x3[i]=x[i]-a3d*=z[i]; fe3=fe(x3)
15.200975830465418

al/=2; for(i=0;i<n;i++) =3[i]==x[i]-a3*=z[i]; fe3=fe(x3)
4.133845613737037

Ahora que “fe3” es menor a “fel”, se continta con el proceso calculando
los nuevos valores de “a0” y “fe0”:

a2=a3/2; for(i=0;i<n;i++) =x2[i]==[i]-a2*=z[i]; fe2=fe(x2);hl=(fe2-
fel)fal2; he=(fe3-fe2)/(a3-a2); h3=(h2-hl)/a3; al=(aZ2-hl/h3)/2;
for(i=0;i<n;i++) =x0[i]l=x[i]l-al*z[i]; fel=fe(xl)
4,130488785735021

Como “fe(0” es menor a “fe3” los nuevos valores de prueba son los corres-
pondientes al vector “x0”:

for(i=0;i<n;i++) =[i]==0[1i]; =
[1.3874032193200886, 3.201c10341804361]
fel=fel
4 13048B8785735021

Entonces se repite el proceso (pues “fel” estd todavia lejos de cero):

for(i=0;i<n;i++) =z[i]=dpl(fe,=x,i); =z0=0; for(i=0;i<n;i++)
z0+=z[i]*=z[i]; =z0==grt(=z0)
8.2913593025086135

Como “z0” tampoco es cero, el proceso continta calculando los nuevos va-
lores de “fe3” y “fe0”:

for(i=0;i<n;i++) =[i]/==0; a3=l; for(i=0;i<n;i++) =x3[i]l=x[i]-a3*=[i];
fei=fe (x3)
8.271086618967068E

a3/=2; for(i=0;i<n;i++) =x3[i]=x[i]-a3*=z[i]; fe3=fe(x3)
3.34T7154257Te0634

a2=a3/2; for{i=0;i<n;it++) x2[i]==x[i]-a2%=z[i]; fe2=fe(x2);hl=(fe=2-
fel)/fa2; hi=(fe3-fe2)/(a3-a2); h3=(hZ-hl)/ a3; al=(al2-hl/h3)/2;
for(i=0;i<n;i++) =x0[i]==[i]-al*=z[i]; fel=fe(x0)
2.59185431753446003

Y como “fe0” es menor a “fe3”, “x0” son los nuevos valores de prueba:

for(i=0;i<n;i++) =[i]==0[1i]; =
[1.65039855826268574, 3.032255030345631]
fel=fel
2.59185431753446003

Continuando con algunas iteraciones méds, se obtiene:
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for(i=0;i<n;i++) =z[i]l=dpl(fe,x,i); =z0=0; for(i=0;i<n;itt)
z0+=z[i]*=z[i]; =z0==grt(=z0)
30.218316090355753

for(i=0;i<n;i++) =z[i]/==20; a3=l; for(i=0;i<n;i++) =x3[il==x[i]l-a3*=z[i];
fei=fe (x3)
167.32162934681520

a3/=2; for(i=0;i<n;i++) =x3[i]=x[i]-a3*=z[i]; fe3=fe(x3)
30.6BB8T4B3TOBTZB2S

al/=2; for(i=0;i<n;i++) =x3[i]==x[i]-a3*=z[i]; fe3=f=(x3)
5.3896253147178007

al/=2; for(i=0;i<n;i++) =x3[i]==x[i]-a3*=z[i]; fe3=f=(x3)
1.5625348309747038

aZ=a3/2; for(i=0;i<n;i++) x2[i]=x[i]-a2%=z[i]; fe2=fe(x2);hl=(fe2-
fel)/fa2; hi=(fe3-fe2)/(a3-a2); h3=(hZ-hl)/a3; al=(a2-hl/h3)/2;
for(i=0;i<n;i++) =0[il==x[i]l-ald*=z[i]; fel=fe (=)
1.4360231975707145

for(i=0;i<n;i++) =[i]==x0[i]; =
[1.70254258290140204, 3.113B05%936551583]

fel=fel
1.4360231975707145

for(i=0;i<n;i++) z[i]=dpl(fe,=x,1i); =z0=0; for(i=0;i<n;i++)
z0+=z[i]*=[i]; =z0==grt(=0)
T.B456B8595651542

for(i=0;i<n;i++) =[i]/==0; a3=l; for(i=0;i<n;i++) =x3[i]=x[i]-a3*=[i];
fed=fe (=x3)
14.832861033302716

al/=2; for(i=0;i<n;i++) =3[i]==x[i]-a3*=z[i]; feli=fe(x3)
1.94525238096886278

a3/=2; for(i=0;i<n;i++) =x3[i]=x[i]-a3*=z[i]; fe3=fe(x3)
0.53350B2677647153

a2=a3/2; for{i=0;i<n;it++) x2[i]==x[i]-a2%=z[i]; fe2=fe(x2);hl=(fe=2-
fel)fa2; h2=(fe3-fe2)/(a3-a2); h3i=(h2-hl) a3; al=(a2-hl/h3)/2;
for(i=0;i<n;i++) =x0[i]==[i]-al*=z[i]; fel=fe(x0)
0.5258460853653747

for(i=0;i<n;i++) =[i]==0[1i]; =
[1.89708431793082562, Z.9B8098530953502%a]

fel=feld
0.52594c0853653797

for(i=0;i<n;i++) z[i]=dpl(fe,x,i); =z0=0; for(i=0;i<n;it++)
z0+=z[i]*=z[i]; =z0==grt(=z0)
lo.06605959416744283

for(i=0;i<n;i++) =z[i]/==z0; a3=l; for(i=0;i<n;i++) =x3[il=x[il-a3*=z[i];
fei=fe (x3)
186.673153951308562

a3/=2; for(i=0;i<n;i++) =x3[i]=x[i]-a3d*=z[i]; fe3=fe(x3)
37.190890200059564

al/=2; for(i=0;i<n;i++) =3[i]==x[i]-al3*=z[i]; feld=fe(x3)
6.9B6518585047353

al/=2; for(i=0;i<n;i++) =3[i]==x[i]-a3*=z[i]; fei=fe(x3)
1.051902735041507
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a3/=2; for(i=0;i<n;i++) =x3[i]=x[i]-a3d*=z[i]; fe3=fe(x3)
0.144B51890820230476

a2=a3/2; for(i=0;i<n;i++) =2[i]==[i]-a2*=z[i]; fe2=fe(x2);hl=(fe2-
fel) fa2; h2=(fe3-f=2)/(a%-a2); h3=(h2-hl)/a3; al=(aZ2-hl/h3)/2;
for(i=0;i<n;i++) =x0[i]l==[i]-al*z[i]; fel=fe(x0)
0.120034143034725591

for(i=0;i<n;i++) =[i]==0[1i]; =
[1.8923934097231600748, 3.03240651595980%9a4])

fel=fel
0.12003414303472591

for(i=0;i<n;i++) z[i]=dpl(fe,x,i}); =0=0; for(i=0;i<n;itt)
z0+=z[i]*=z[i]; =z0==grt(=z0)
2.8455927565816%63

for(i=0;i<n;i++) =z[i]/==20; a3=l; for(i=0;i<n;i++) =x3[i]l=x[i]l-a3*=z[i];
fei=fe (x3)
27.5353895112936383

a3/=2; for(i=0;i<n;i++) =x3[i]==x[i]-a3d*=[i]; fe3=fe(x3)
4. TeeB15592421047

al/=2; for(i=0;i<n;i++) =3[i]==x[i]-a3*=z[i]; fei=fe(x3)
0.7990787798219£405

a3/=2; for(i=0;i<n;i++) =x3[i]=x[i]-a3*=z[i]; fe3=fe(x3)
0.089%87T318050188454

aZ=a3/2; for(i=0;i<n;i++) x2[i]=x[i]-a2%=z[i]; fe2=fe(x2);hl=(fe2-
fel)fa2; h2=(fe3-fe2)/(a3-a2); h3i=(h2-hl) a3; al=(a2-hl/h3)/2;
for(i=0;i<n;i++) =x0[i]==[i]-al*=z[i]; fel=fe(x0)
0.024419055E8858811487

for(i=0;i<n;i++) =[i]==0[1i]; =
[1.89798172562265588, Z2.99659169159245346]

fel=feld
0.024419055889811487

for(i=0;i<n;i++) z[i]=dpl(fe,x,i); =z0=0; for(i=0;i<n;it++)
z0+=z[i]*=z[i]; =z0==grt(=z0)
3.5048481555380744

for(i=0;i<n;i++) =z[i]/==z0; a3=l; for(i=0;i<n;i++) =x3[il=x[i]l-a3*=[i];
fei=fe (x3)
203.4041543859B88Tw2

a3/=2; for(i=0;i<n;i++) =x3[i]=x[i]-a3d*=z[i]; fe3=fe(x3)
44,08914043813528

al/=2; for(i=0;i<n;i++) =3[i]==x[i]-al3*=z[i]; feld=fe(x3)
G.BS9040B09E82604455

al/=2; for(i=0;i<n;i++) =3[i]==x[i]-a3*=z[i]; fei=fe(x3)
2.1B07811755188533

a3/=2; for(i=0;i<n;i++) =x3[i]=x[i]-a3*=z[i]; fe3=fe(x3)
0.4406226116630027

a3/=2; for(i=0;i<n;i++) =x3[i]=x[i]-a3d*=z[i]; fe3=fe(x3)
0.0708903331707672

al/=2; for(i=0;i<n;i++) =3[i]==x[i]-al3*=z[i]; feld=fe(x3)
0.0078138B4522188076

a2=a3/2; for(i=0;i<n;i++) =x2[i]==x[i]l-a2*=z[i]; feZ=fe(x2);hl=(fe2-
fel)fal2; he=(fe3-fe2)/(a3-a2); h3=(h2-hl}/a3; al=(aZ2-hl/h3)/2;
for(i=0;i<n;i++) =x0[il==x[i]-al*z[i]; fel=fe(xl)
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0.0044592553086000325

for(i=0;i<n;i++) =[i]==x0[i]; =
[1.89B581572845245, 3.00623B3067775453]

tel=fel
0.0044558255396000325

for(i=0;i<n;it++) z[i]=dpl(fe,x,i);

z0+=z[i]*=[i]; =z0==grt(=0)
0.5791231206685721

z0=0; for(i=0;i<n;it++)

for(i=0;i<n;i++) =z[i]/==0; a3=l; for(i=0;i<n;it++) =x3[i]=x[i]-al3~=z[i];

fed=fe (=x3)
32.T71eT740382718805

a3d/f=2; for(i=0;i<n;i++)
6.391736409748074

a3/=2; for(i=0;i<n;i++)
1.38374840881056018

al/=2; for(i=0;i<n;i+t)
0.288732215705611833

al/=2; for(i=0;i<n;i++)
0.058372371732104080

a3d/f=2; for(i=0;i<n;i++)
0.008T0EE445990802004

a3/=2; for(i=0;i<n;i++)
0.00087560817812747144

aZ=a3/2; for(i=0;i<n;i++) =x2[i]=x[i]-aZ*=z[i];
fel) fa2; h2=(fe3-f=2)/ (a3-
for(i=0;i<n;i++) =x0[i]==x[i]-al*=z[i];

0.0007784074370660529

x3[1]=x[1]-a3*z[1];
x3[1]=x[1i]-a3*z[1];
x3[1]=x[1]-a3*z[1];
x3[i]=x[i]-a3%=z[i];
x3[1]=x[1]-a3*z[1];

x3[il==x[i]-a3*=z[1i];

az); hi=(h2-hl)/a3;

for(i=0;i<n;i++) =[i]==0[1i]; =
[1.996504656996256, 2.9993920336808366]

fel=fel
0.0007784074370660525

fei=fe (x3)
207 .73226466T1023

al3/=2; for(i=0;i<n;it++)
45.870694906341875

al3/=2; for(i=0;i<n;it+)
10.683097511586858231

a3/=2; for(i=0;i<n;i++)
2.5452T73097852360

a3d/=2; for(i=0;i<n;it++)
0.60603898835990474

al3/=2; for(i=0;i<n;it++)
0.14063%c662776399

al3/=2; for(i=0;i<n;it+)
0.030510144782432758

a3/=2; for(i=0;i<n;i++)
0.005656008015171822

a3d/=2; for(i=0;i<n;it++)
0.0007278082028298814

x3[il==x[1]-a3*=[1];

x3[i]=x[i]l-a3*=z[i];

x3[il==x[i]1-a3*=z[1];

x3[il==x[1]1-a3*=z[1];

x3[il==x[1]-a3*=[1];

x3[i]=x[i]l-a3*=z[i];

x3[il==x[i]1-a3*=z[1];

x3[il==x[1]1-a3*=z[1];

fei=fe (x3)

fei=fe (x3)

fei=fe (x3)

fed=fe (=x3)

fei=fe (x3)

fei=fe (x3)

fei=fe(x2) ;hl=(fei-

al={a2-hl/h3)/2;

ftel=fe (=x0)

fei=fe (=3}

feli=fe (x3)

fei=fe (x3)

fei=fe (x3)

fei=fe (=3}

feli=fe (x3)

fei=fe (x3)

fei=fe (x3)

for(i=0;i<n;i++) =z[i]/==20; a3=l1l; for(i=0;i<n;i++) =x3[i]==x[i]-a3*=z[4i];

a2=a3/2; for(i=0;i<n;it++) x2[i]==x[i]-a2*=z[i]; fe2=fe(x2);hl1=(fe=2-
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fel)/a2; hi2=(fe3-fe2)}/(a3-a2)}; h3=(h2-hl)/a3; al=(aZ2-hl/h3)}/2;
for(i=0;i«<n;i++) =0[i]l==[i]-al*=z[i]; fel=fe (=)
0.00013145147212259567

for(i=0;i<n;i++) =x[i]1==x0[1i]; =
[1.8973793772T718815, 3.00107029e94308027]

fel=fel
0.00013145147212259567

Si se detiene el proceso en esta iteracién las soluciones serian:
“x=1.99757...” y “y=3.00107...”, que son bastante cercanas a las soluciones
exactas (“x=2", “y=3"”). Estos resultados se consiguen en 10 iteraciones,
mientras que con Simplex en 10 iteraciones los resultados apenas empiezan a
acercarse a las soluciones correctas.

Sin embargo, el método del descenso acelerado no siempre requiere menos
iteraciones que el método Simplex, en ocasiones suele requerir muchas més
iteraciones, pero ademéds suele ser menos estable (es decir que el método
Simplex logra convergencia en la mayoria de los casos, mientras que el méto-
do del descenso acelerado no).

7.2.2. Algoritmo y cédigo

El algoritmo que automatiza el proceso se presenta en la siguiente pagi-
na, en el mismo se han empleado variables en rojo para diferenciar las ope-
raciones con vectores de las operaciones con escalares.

El cdédigo respectivo, afiadido a la libreria “mat205.3s”, es:

function descensoa({f,x,err,1i}) {
if (x=—null})
throw new Error{"Valores iniciales no asumidos (descensoa).™)r
if {err=—null) err=0.01;
if {li=—null) 1i=500;
var n=x.length,z=new Arrayi{n) ,X0=new Array{nj
Tar XZ2=new Array(n) ,X3=new Array(n)
var al,a2,a3,fed,fel fe?, fe3, fep:
var £f1,f2,i hl, h2 h3,=z0;
var fel=f(x), c=1, err=sgr{errc)
do {
FfPenaltimo valor de la funcidén de error
fep=~fel;
FfCalculo de las derivadas parciales (valores de "z")
for (i=0;i<m:;i++){
h=x[i]!=0 ? x[i]¥%le-& : le-&;:
m[il+=h: f2=Ff(x):
E[i]—=2*h; f1=f(x):
x[i]l+=h;
Z[i]=(£2-f1) f(2*nh)
}
f/Valor absoluto de "z"
z0=0;
for (i=0:;i<n;i++)
z04+=z[1]*=[1] :

z0=sgrt (z0) :
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3----+descensoa: Meétodo del descenso acelerado. ﬁ

recbir f, x, err, i »._ |f:
Sl

C n = N° de elementos en x)

Funcion de error.
Valores asumidos (vector).

err: Error permitido(v.p.d. 0.01)

Limite de iteraciones (v.p.d. 500)

Ge1=f(x); c=1; err=ert2>

fep = fe1

C D
J
/Kdesde i=0 hasta n-1 )

N
@=xi*10"5; xi=xi+h; f2=Ff(x); i =xi+2®

J
(st e F=f(x); xi=xith; z=(2-f1)/(2h) )

N
z0=0; desde i=0 hasta n-1\

)

( 20 = z0+z2 )
( z0=20"" )
[z0<=err]
( z=12/z0; a3=1; >
N

Y(a3=a3/2; x3=x1-a3"7; fe3=f(x3)

[a3<=err]

C x2=x-a2*z; fe2=f(x2); )

@1 =(fe2-fe1)/2; h2=(fe3-fe2)/(a3-a2); h3=(h2-h1 )/a@

C a0=(a2-h1/h3)/a3; x0=x-a0*z fe0=fe(x0) )

)& [feO<fe3]

x=x3; fe1=fe3

x=x0; fe1=fe0

[fe1<=err]
[|fep/fe1-1|<=ern]
c=ct1
Pl [c=li]
I;; Crr;lgaz:deolteraaones ﬁ_

devolver x

ff51i z0 e= menor al error,

if (z0=err) returm x:

ffHormalizacion de =
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for (i=0:;i<n;it++)
z[i]1/==0:
ffCalculo de =3 y la funcidn de error para x3
a3i=z;
do {
a3f=2:
For (i=0:;i<n;itt+)
X3[1i]l=x[1i]-a3*=z[1i]:
feld=Ff(=x3):
} while (fe3>fel && a3>err);
ff=i a3 es menor al error, el proceso concluye
if {(a3<err) returm x3;
ffCalculo de x0 v 1la funcidnm de error para x0
az2=a3ijf2:
For (i=0:;i<n;itt+)
XZ2[i]=x[1i]-a2*=z[1i]:
fe2=Ff(x2):
hl=(fe2-fel) fa2:;
hZ?=(fe3-fe2) f(a3-aZ):
h3=(h2Z-hl}) fa3:
al={az2-hl/h3) f2:
for (i=0;i<n;it++)
XO[i]==[1i]-a0*=z[i] -
felO=f (x0) :
ffBeleccidn de los nuevos walores de prusba
if (fel«<fe3l)
{for (i=0;i<n;i++) =x[i]==x0[i]; fel=Ffel;}
els=se
{for (i=0:;i<n;i++) =x[i]=x3[i]:; fel=Ffe3:}
Ff8i la funcidn de error es menor al error, el proceso termina
if (fel<err) returm X;
Ff51i las funciones de error de las do=s Gltimas iteraciones =on
ffcasi iguales, =1 proceso concluye
if (abs(fep/fel-l)<err) returm x:
} while{c++ '= 1i});
throw new Error{"Ho se logra convergencia (descensoa).™);

}

Haciendo correr el programa para el sistema del ejemplo manual (con el
error y limite de iteraciones por defecto) se obtiene:

fe=function(x) {return
sqr(x[0]*=x[0]+2%x[1]*=x[1]-22) +ogr(-2%x[0] *=x[0] +x[0] *=x[1]-3*x[1]+11);};
dezcenzoal(fe, [1,2])
[1.999420703553801, Z2.99985953704234]
Que mostrado con 3 digitos de precisién es:

precision{ans, 3)
[2, 3]

Que son los resultados exactos.
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7.3. METODO DE NEWTON PARA SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES

Los métodos Simplex y del descenso acelerado se emplean generalmente sélo
para obtener valores iniciales (debido al elevado nUmero de iteraciones que
requieren) .

Una vez que se cuenta con valores iniciales adecuados se puede proseguir
con un método més eficiente. Uno de dichos métodos es el método de Newton
para sistemas de ecuaciones no lineales.

En este método se expande el sistema de ecuaciones lineales empleando se-
ries de Taylor. Por ejemplo, si en el sistema se tienen 3 ecuaciones no 1li-
neales con 3 incdgnitas:

fl(xl’xz’x3>:0
jg(x,,xz,x3%:0 (7.29)
fz(xl’x2:x3>:0
La expansién en series de Taylor resulta:
P AN AN
Ax+ Ax,+ — A x;+---0=0
0 X, " ox, 0 X5 3

0fsy ,0fy , Of:

f1<x1+ Ax xy b Ax,, x;+ A x3):f1

fo(x,+ Ax, x,+ A x,, x5+ Axy)=f,+ 3, x1+8_x2 X, a—x3Ax3+---oo=0 (7.30)
0 0 0
Fi(x+ Ax, x+ Ax,, x4 Axy)=fo+ iAx1+ f3Ax2+ f3Ax3+-~-oo:O
’ o0x, ox, 3

Donde Axi;, Ax, y Axs son los valores que deberian afiadirse a los valores
asumidos (xi1, X2 y x3) para que las funciones (fi, f, y f3) se hagan cero. En
otras palabras si fuera posible calcular los valores de Axi, Axy; y Ax3, las
soluciones del sistema serian yi1 = x1+Axi, Y2 = XotAXy v y3 = X3+Ax3.

Por supuesto al tratarse de series infinitas, no es posible en la préacti-
ca calcular dichos valores, sin embargo, si es posible obtener una aproxima-
cién de los mismos tomando en cuenta sélo los términos de primer orden:

0fiy Of1 o,

fl(xl+Ax1’)c2+A)c2,9c3+Ax3)Nf1 ox, A x, o, X,+ 6x3Ax3:0

fz(x1+AxLx2+Ax2,x3+Ax3)mf2+ ai:fol aaj: xX,+ Zﬁj x;=0

f3(x,+Ax1,x2+Ax2,x3+Ax3)Nf3 8§13A +af3A X,+ 8j:33A)c3:0
(Zill x,+ Zle x2+g—];;Ax3=—f1
gi;zAxﬁngAxﬁg];ij?,:—fz (7.31)
A P e

De esta manera se forma un sistema de 3 ecuaciones lineales con 3 incég-

nitas: Axi, Axs y Axs No obstante estos valores son sbélo aproximados, por lo
que el proceso de célculo se torna iterativo: comenzando con los valores

asumidos x1 a Xn, se calculan los valores de Axy, Ax2 y Ax3 (resolviendo el
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sistema de ecuaciones lineales). Si estos valores son diferentes de cero, se
calculan nuevos valores de prueba: xi1=x1+tAX1, Xo=X2+tAX2; xX3=x3tAx3 y el proceso
se repite, empleando estos nuevos valores, hasta que los valores Ax; son

N,

cero (o casi cero) o hasta que los valores de “x” de dos iteraciones sucesi-
vas son iguales (o casi iguales).

El cédlculo de las derivadas parciales se realiza con la ecuacidédn (7.18).
7.3.1. Ejemplo manual

Para comprender mejor el método se resolverd el sistema de ecuaciones
(7.15), con el método de la Newton, empleando como valores iniciales
x=x1=1.5, y=x,=2:

Primero se programa el sistema de ecuaciones y para ello se crea una fun-
cidén, donde se reciben los valores de las variables y se calcula los valores
de cada ecuacidédn devolviéndolos en un vector:

fe=function(x) {var £l=x[0]*x[0]+2*x[1]*=x[1]-2Z2; war
f2=-2%x[0)*=x[0]+x[0]*x[1]-3*x[1]+11l; return [£f1l,£2]}
function (x){var £l=x[0]*x[0]+2*x[1]*x[1]-22; war
f2=-2%x[0)*=x[0]+x[0]*x[1]-3*x[1]+11l; return [£f1,£2]}

Se asumen los valores iniciales y con el nUmero de elemento se crea la
matriz que contendrd la matriz aumentada del sistema de ecuaciones lineales
que se forma en el proceso:

®#=[1.5,2]; n==x.length; a=new Array(n); for(i=0;i<n;i++) a[i]=new
Lrray(n+l);
[]

Entonces se calcula la matriz de coeficientes (la matriz de derivadas
parciales de la ecuacidén (731)):

for{i=0;i<n;i++) {h=x[i]*le-6; =x[i]+=h; fi2=fe(x); x[i]-—=2%h; fl=fe(x=);
x[i]+=h; for(3=0;j<n;i++) aljl[i]=(£2[3]1-£1[31)}/(2*h);}; a
[[3.0000000001232743, 8.000000000230045], [-3.99000000006609026,
-1.498889008087633777] ]

Y el vector de las constantes (el vector de funciones con signo cambiado
de la misma ecuaciédn) :

ftl=fe(x); for(i=0;i<n;i++) al[i] [n]=—=Lf1l[i]; =a
[[3.00000000012327432, 8.000000000230045, 11.73], [-3.9000000000660026,
-1.4999999997655777, -3.511

Ahora, con la matriz aumentada, se resuelve el sistema de ecuaciones con
el método de Gauss Jordan (encontrando asi los incrementos Ax de la ecuacidn
(731)) :

dx=gaus=i (a)
[[0.3T7T2T2T72T73860554], [1.32T7272T72T7186249]]
Y con los mismos se calculan los nuevos valores de x:

for(i=0;i<n;i++) =[i]+=d=[i] [0]; =
[1.87T2T72T72T732860554, 3.32T2T2T72T71862408]

Y como ni los valores de Ax son cercanos a cero, ni los nuevos valores de

A\

x” son cercanos a los anteriores, se repite el proceso:
for(i=0;i<n;i++) {h=x[i]l*le-6; x[i]l+=h; fZ2=feix); x[i]-=2%h; fl=fe(x):
x[i]+=h; for(3=0;j<n;i++) aljl[i]=(£2[3]1-£1[31}/(2*h);}; fl=fe(x);



- 210 -

Hernan Pefiaranda V.

for(i=0;i<n;i++) al[i] [n]=-£f1[i]; dzx=gaus=]j(a)

[[0.135%0882093381877], [-0.31376420834040825]]
for{i=0;i<n;i++) =[i]+=d=[i] [0]; x

[2.0131815567242435, 3.0135083188458404]

Ahora los valores de “x”

se van acercando a los de la iteracidédn anterior
y los de Ax a cero.

Repitiendo el proceso unas cuantas veces mas se obtiene:
for(i=0;i<n;i++) {h=x[i]*le-6; =x[i]+=h; f2=fe(x); x[i]-—=2%h; fl=fe(x);
x[1]+=h; for(j=0;3j<n;i++) alil[i]=(£2[4]-£1[3])/(2%h);}; £l=fe(x);
for(i=0;i<n;i++) a[i] [n]=—-£1[i]; dx=gaus==]j(a)
[[-0.0131545842731710357]), [-0.013472717054074589]]

for(i=0;i<n;i++) =[i]+=d=x[i][0]; =
[2.0000268130092533, 3.000035E8017917654]

for(i=0;i<n;i++) {m=x[i]l*le-6a; x[i]l+=h; f2=fe(x); =x[i]-=2%h; fl=feix):
x[1]+=h; for(3=0;j<n;3++) al[§][2]1=(£2[3]1-£1[31)/(2%h);}; El=fe(x);
for(i=0;i<n;i++) a[i] [n]=—-f1[i]; dx=gaus==7j(a)
[[-0.000026613851572758545], [-0.000035B015327666714%96]]

for(i=0;i<n;i++) =x[i]+=d=x[i][0]; =
[2.000000000040%6, 23.000000000258004]

for(i=0;i<n;i++) {h=x[i]l*le—-6; x[i]+=h; f2=fe(x); =x[i]-=2%h; fl=fe(x);
x[1]+=h; for(3=0;3<n;i++) al3j][1]1=(E2[3]1-£1[31)/(2%n);}; fl=fe(x);
for(i=0;i<n;i++) ali] [n]=—-f1[i]; dx—gaus==7j(a)
[[-4.0858236018333608e-11], [-2.589808083250912855e-10]]

for(i=0;i<n;i++) =x[i]+=d=x[i][0]; =
[2.0000000000000004, Z.0900000000000000g]

for(i=0;i<n;i++) {h=x[i]l*le—-6; x[i]+=h; f2=fe(x); =x[i]-=2%h; fl=fe(x);
x[1]+=h; for(3=0;3<n;i++) al3j][1]1=(E2[3]1-£1[31)/(2%n);}; fl=fe(x);
for(i=0;i<n;i++) al[i] [n]=-£f1[i]; dzx=gaus=]j(a)
[[-3.8064T78941T730828e-16], [l1.26BB263137537556e-16]]
for{(i=0;i<n;i++) =[i]+=d=[i] [D];
[2, 2.9050000000000880]

X

for(i=0;i<n;i++) {h=x[i]l*le—-6; x[i]+=h; f2=fe(x); =x[i]-—=2%h; fl=fe(x);
x[1]+=h; for(3=0;j<n;j++) al3jl[i]1=(£2[3]1-£1[31)/(2*n);}; fl=fe(x);
for(i=0;i<n;it++) al[i] [n]=-£f1[i]; dx=gauss](a)
[[-6.3441315659305418e-17], [32.1720657B4652T7087e-16]]
for{(i=0;i<n;i++) =[i]+=d=[i] [D];
[2, 3]

X

Que son las soluciones exactas y para llegar a las mismas sélo han sido-
necesarias 7 iteraciones

(mucho menos que en los métodos Simplex y del des-
censo acelerado) .

7.3.2. Algoritmo y cédigo

El algoritmo que automatiza el proceso de calculo se presenta en la si-
guiente péagina (las variables en rojo denotan operaciones con vectores)

El cbédigo respectivo,

afiadido a la libreria “mat205.js”, es:

Ffunction newtons{f,x,err,1i}y {
if (x==nmll})

throw new Error({"vVal iniciales no asumidos (newtons) ."):
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newtonnl:

Método Newton para sistema
de ecuaciones no lineales.

f:  funcién con las ecuaciones del

\ sistema.

L

< desde i=0 hasta n-1 >—

x:  Vector con los valores iniciales
asumidos.

err: Error permitido(v.p.d. 1e-9)

li: Limite de iteraciones (v.p.d. 300)

(x,-=xi+h; f2=f(x); x=xr2*h; f1=Ff(x);

x=x+h )

L

a,=(f2-f1,)/(2*h)

_ desde j=0 hasta n )

(=i ¥

( f1=f(x)

dx = gaussj(a)

desde i=0 hasta n-1 >7

( desde i=0 hasta n-1\

S desde i=0 hasta n-1 )

L

desde i=0 hasta n-1

generar error ="

_ devolver x

Limite de
4 iteraciones
alcanzado

if (err=—null) err=le-9;
if {(li=—null) 1i=300;
var i,j,v,h,fl1,f2,dx,c=1;

var n=x.length, v=new Array{n),

for{i=0;i<n:i4++) al[i]=new Arravi{ntl) :

while (true) {

a=new Lrray{n)
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S fGuardado de los walores anteriores para efectos de comparacion
for (i=0ri<n:;it+t+)

v[il=x[i]:
ffCalculo de los coeficientes de la matriz aumentada
for (i=0:;i<n;i++){

h= x[1i]'=0 ? x[i]*le-&: le-6;

®x[i)4=h; f£2=F£(x)}

B[i]—=2*h; f1=f(x):

x[i]l+=h;

for(j=0:j<n:jt++)

ali1[i1=(£2[31-£1[31}/(2%n);

¥
ffCalculo de la columna de constantes de la matriz aumentada
F1=F (=} ;
For (i=0:;i<n;itt+)

ali] [m]=-f1[1]~
ffCalculo de lo= walores de delta =
dx=gauss{a)
FfFin del proceso si los valores de delta X Son menores al error
for (i=0:;i<n;it+t+)

if (abs(d=x[i][C0])>err) break:
if (i=—n) return =x;
f/Calculo de los nuevos valores de X
Ffor(i=0:i<n;it+t+)

vIi]l=x[1i]~
ffCalculo de loz coeficientes de la matriz aumentada
for (i=0;i<n;i++){

h= x[1i]!'=0 ? x[i]*le-&6: le-6;

x[il+=h; f2=f(x):

®2[i]l—==2%*h; fi1=Ff(x):

x[i]+=h;

for(j=0:j<n:j++)

alil1[11=(£2[31-£f1[31)}/(2%h);

¥
ffCalculo de la columna de constantes de la matriz aumentada
F1=F (=) :
for (i=0:;i<n;it++)

al[i] [m]=-£f1[1i]:
ffCalculo de los wvalores de delta x
dx=gauss(a)
S /Fin del proceso =i los wvalores de delta X Son menores al error
Ffor (i=0ri<n;it+t+)

if {(abs({d=x[i] [0])>err) break:
if (i=—n) returm X;
ffCalculo de lo=s nuevos valores de x
Ffor{i=0:i<n:it++)

=[i]4=d=[i] [O]:
FfFin del proceso si los valores de X son cercanos a los de v
for (i=0:;i<n;it+t+)
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if (abs(x[il/v[i]l-1)>err) break
if (i=—n) return =x;
FfFin del proceso si se ha llega al limite de iteraciones
if (c++ = 1i)

throw new Error{"Conver

=y e

1)

}

Haciendo correr el programa con el sistema del ejemplo manual (con el
error y limite de iteraciones por defecto) se obtiene:

¥ fesfunction(x){var fl=x[@]*x[@]+2*x[1]*x[1]-22; wvar
F2=-2¥y[@]Fx[@]+x[B]*x[1]-3*x[1]+11; return [f1,f2]1}; newtonnl{fe,[1.5,2])
[2.0e606000008480597, 3.0000808882580995 ]

Que con los 9 digitos (que es el error por defecto) es:

» precision{newtonnl{fe,[1.5,2]1),9)
[2, 3]

Que son las soluciones exactas del sistema.

7.4. EJEMPLOS

1, Encuentre las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones lineales,
empleando primero el método Simplex con 4 digitos de precisién, 1luego
con el método del descenso acelerado con 3 digitos de precisién y final-
mente con el método de Newton con 9 digitos de precisién, empleando como

valores iniciales los resultados obtenidos con los métodos Simplex y del
descenso acelerado.

3x"'=5y=7.0
y'i+4z=143
x+y’+2°=14.0
La funcidén de error para los métodos Simplex y del descenso acelerado es:

fel=function(v){ wvar x=v[0],y=v[1l],z=v[2]; return sqgr(3*pow(x,2.1)-
5*y-7)+sqgr (pow(y,1.2)+4*z-14.3) +sqr (x+y*y+z*z-14); }
function (v) {
var x=vI[0],y=vI[l],z=vI[2];
return sqr (3*pow(x,2.1)-5*y=-7)+sqr (pow(y,1.2)+4*z-14.3) tsqr (xty*y+z*z—
14);
}

Como se puede ver, en esta funcidédn, para facilitar la escritura de las
ecuaciones y reducir la posibilidad de error, se asignan los elementos del
vector (que es el pardmetro de la funcidén) a variables locales “x”, “wy” vy
“z”., Por supuesto (al igual que se ha hecho con los ejemplos manuales) se
puede trabajar directamente con los elementos vector “wv”.

Empleando el método Simplex, con valores iniciales iguales a 1.1, 1.2 y
1.3, se obtiene:

rl=precision(simplex(fel, [1.1,1.2,1.3]1,1e-4),4)
[1.727, 0.4891, 3.469]

De la misma manera se procede con el descenso acelerado:

r2=precision (descensoca(fel, [1.1,1.2,1.3],1e-3),3)
err: descensoa no converge, x=[2.008860078455649, 1.1971121589212677,
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3.253451665429264]; 1i=500; fe=0.0027866546255015407

Como se puede ver, sin embargo, el método no logra convergencia en el 1i-
mite de iteraciones por defecto (500), por lo que se incrementa dicho limite
a 1000:

r2=precision (descensoa(fel, [1.1,1.2,1.3],1e-3,1000),3)
err: descensoa no converge, x=[1.977673577392309, 1.112679881007041,
3.285768779920708]; 11i=1000; fe=0.0005565073714420744

Con lo gque tampoco se logra convergencia, incrementando nuevamente el 1i-
mite de iteraciones a 3000:

r2=precision (descensoa(fel, [1.1,1.2,1.3],1e-3,3000),3)
err: descensoa no converge, x=[1.949090670706788, 1.0367235160627701,
3.31326448056072]; 1i=3000; fe=0.000009995514211432457

Tampoco se logra convergencia, por lo que se incrementa una vez més dicho
limite:

r2=precision (descensoca(fel, [1.1,1.2,1.3],1e-3,5000),3)
[1.95, 1.03, 3.32]

Con lo que se logra convergencia, por lo tanto, el método del descenso
acelerado requiere mads de 4000 iteraciones para llegar al resultado.

Para el método de Newton se debe crear otra funcidn, pues en dicho método
la funcidén debe devolver un vector con los valores de cada ecuacidn en lugar
del valor de la funcidén de error:

fe2=function (v){ var x=vI[0],y=v([1l],z=v[2],£f1l,£f2,£f3; fl1=3*pow (x,2.1) -
S5*y-7; f2=pow(y,1l.2)+4*z-14.3; £3=x+ty*y+z*z-14; return [fl,£f2,£3]; }
function (v) {

var x=v[0],y=v[1],z=v[2],fl,£f2,£3;

fl1=3*pow (x,2.1)-5*y=-7; f2=pow(y,1.2)+4*z-14.3; f3=x+y*y+z*z-14;
return [fl,£f2,£3];
}

Ahora se encuentran las soluciones empleando como valores iniciales 1los
resultados obtenidos con Simplex y descenso acelerado:

precision (newtonnl (fe2,rl),9)
[1.72652615, 0.488925748, 3.46906694]

precision (newtonnl (fe2,r2),9)
[1.94379709, 1.02280352, 3.31814344]

Como se puede ver se trata de dos conjuntos de soluciones, por lo tanto,
en este caso, Simplex converge a un conjunto de soluciones y el descenso
acelerado a otro.

2. Encuentre las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones no 1li-
neales empleando el método Simplex (con 5 digitos de precisién), el mé-
todo del descenso acelerado (con 5 digitos de precisién) y el método de
Newton (con 12 digitos de precisidén), empleando como valores iniciales
los valores calculados con Simplex y el descenso acelerado.

3xl_COS<X2X3)__1:0

2
Xt —81(x,+0.1)+sin(x,)+1.06=0

e_x'x2+20x3+—;(10n—3)=0

Al igual que en el ejemplo anterior, primero se crea la funcidén de error
para los métodos Simplex y Descenso Acelerado:
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fel=function(v){ wvar x1=v[0],x2=v[1l],x3=v[2]; return sqgr (3*x1-

cos (x2*x3)-1/2)+sqgr (x1*x1-81*sqgr (x2+0.1) +sin(x3)+1.06) + sqr (exp (-
x1*x2)+20*x3+ (10*PI-3)/3); }

function (v) {

var x1=v[0],x2=vI[1l],x3=vI[2];

return sqr (3*xl1-cos (x2*x3)-1/2)+sqr (x1*x1-81*sqr (x2+0.1)+sin (x3)+1.06) +

sqr (exp (-x1*x2) +20*x3+ (10*PI-3) /3) ;
}

Asumiendo valores iniciales iguales a 1, 2 y 3, con el método Simplex se
obtiene:

rl=precision(simplex(fel, [1,2,3],1le-5),5)
[0.49815, -0.19961, -0.52883]

Y con el método del descenso acelerado:

r2=precision (descensoa(fel, [1,2,3],1le-5),5)
[0.49815, -0.19961, -0.52883]

En este caso con ambos métodos convergen a la misma solucidén y devuelven
los mismos resultados, por lo que se puede emplear cualquiera de ellos como
valores iniciales del método de Newton.

La funcidén para el método de Newton, es:

fe2=function(v){ wvar x1l=v[0],x2=v[1l],x3=v[2],fl,£f2,£3; f1=3*x1-
cos (x2*x3)-1/2; f2=x1*x1-81*sqr (x2+0.1)+sin(x3)+1.06; f3=exp (-
x1*x2)+20*x34+ (10*PI-3)/3; return [f1l,£f2,£3]; }
function (v) {
var x1=vI[0],x2=vI[1l],x3=vI[2],£fl,£f2,£f3;
fl1=3*x1-cos (x2*x3)-1/2; f2=x1*x1-81*sqr (x2+0.1)+sin(x3)+1.06;
f3=exp (-x1*x2)+20*x3+ (10*PI-3) /3;
return [f1,£f2,£3];
}

Y las soluciones, con 12 digitos de precisidn, son:

precision (newtonnl (fe2,r2,1e-12),12)
[0.498144684589, -0.199605895544, -0.528825977573]

7.5. EJERCICIOS

Como en los anteriores temas para presentar los ejercicios que resuelva
en la calculadora, copie las instrucciones en un editor de texto y luego, al
momento de presentar el trabajo, vuelva a copiarlos y ejecutarlos en la cal-
culadora. Alternativamente, puede guardar el ejercicio resuelto como una péa-
gina HTML, haciendo clic derecho en pagina y eligiendo la opcién “guardar
como” (o su equivalente) y guardando la pa&gina como padgina web completa, o
fichero tnico, asignédndole un nombre adecuado como ejerciciol.html.

1. Calcule las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones no line-
ales con el método Simplex, empleando: a) x=-7.5, y=1.5 y el error por
defecto para el primera sistema; b) x=1.1, y=1.2, z=1.3 y un error igual
a le-5 para el segundo sistema; c¢) x1=0.6, x2=0.4, x3=0.3, un error
igual a le-7 y un limite de 600 iteraciones para el tercero.

115

2x°+ 5xy—4x

x+y

e’ +x’y’=70y = 15
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X+ Y+ = 17

xyz = 2

x+y—z' = —4
3x,—cos(x,x;5) = 0.5
x = 81(x,+ 0.1 +sin(x;) = —1.06
e "+ 20x, = —9.472

2. Encuentre las soluciones de los siguiente sistema de ecuaciones no line-
ales con el método del descenso acelerado, empleando: a) x=1, y=2, z=3 vy
un error igual a le-3 para el primer sistema; b) xi1=1.1, x2=1.2 y un
error igual a le-8 para el segundo.

xyz—x+y = 134

xy—z2 = 0.09

e'—e’+z = 041
sin(4mwx,x,)—2x,—x, = 0
An—l (e*"—e)+4dexi—2ex, = 0

4

3. Encuentre las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones no 1li-
neales con el método de Newton, empleando: a) x1=1.5, X2=2 y un error
igual a 1le-15 para el primer sistema b) x1=1.1, =x=1.1, x3=1.1, =x4=1.1,
xs5=1.1, xe=1.1, x7=1.1, xg=1.1, xo=1.1, x10=1.1, x11=11.1 y un error igual
a le-9 para el segundo.

In(x7+ x3)—sin(x,x,) = In(2)+ In(x)
e" “+cos(x,x,) = 0
xX+x, = 3
2x+ X+ x b x o+ xgtxg+ 2x, = 10+r
X+ 2xs+ xg+x;, = 8
2x,+ xs = 4r
X1Xs = A XyXy4
XXy = apVxyxaxy
x7Jx4 T A3V XXXy
XgXg T AgXyXyy
XgXy = a5x1Jx3xn
2 2
X1oXs T GgXy4Xy
Xy = X Xt xgt Xt Xt Xet X+ Xt Xot X

=0.193; a,=0.002597; a,=0.003448; a,=0.00001799
=0.0002155; a,=0.00003846; r=4.056734
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8. AJUSTE E INTERPOLACION DE DATOS

Con frecuencia en la resolucién de problemas en el campo de la ingenie-
ria, los Unicos datos disponibles se encuentran en forma tabular. Estos da-
tos, que por lo general son el resultado de mediciones de campo o de labo-
ratorio, deben ser empleados para realizar una serie de calculos que van
desde la estimacidén de valores intermedios (interpolacidn), pasando por el
cédlculo de raices, hasta la integracidén y diferenciacidén numérica.

En estos casos existen dos alternativas: a) Ajustar los datos tabulados a
una ecuacidén analitica y b) Calcular valores por interpolacidén o extrapola-
cién de los datos tabulados. En este tema se estudia las dos alternativas.

Se prefiere el ajuste cuando los datos no son confiables (por ejemplo los
resultantes de mediciones de campo) o cuando se tiene idea de la forma que
tendrd la curva. Se prefiere la interpolacidén cuando los datos son confia-
bles (por ejemplo mediciones precisas de laboratorio o datos tabulados re-
sultantes de cédlculos matemdticos).

8.1. METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS

Este es el método més empleado para ajustar datos tabulados a funciones
analiticas. En este método se busca minimizar el cuadrado de las diferen-
cias que existen entre los valores calculados con la ecuacidén ajustada vy
los valores tabulados (valores conocidos).

Como en realidad se trata de un problema de optimizacidén (se busca el mi-
nimo) puede ser resuelto empleando diferentes métodos, en este capitulo se
encontrard el minimo recurriendo al cédlculo diferencial, es decir igualando
la derivada de la funcién a cero.

Aunque es posibledesarrollar un método general para ajustar datos a cual-
quier expresidén, el resultado es un método iterativo. Por ello en este tema
se presenta el método para ajustar datos especificamente a una ecuacidn de
la forma:

y:le1<x)+ szz(x)+"'+cmfm(x) (8.1)

A\

Donde “y” es la variable dependiente, “x” la variable independiente, “£fi”
son funciones que dependen de “x” y “ci1” a “cn” son los coeficientes resul-
tantes del ajuste, siendo “m” el nUmero de coeficientes en la expresidn
analitica.

Aunque el desarrollo del método estd limitado a la forma (8.1), una gran
variedad de ecuaciones tienen esa forma o pueden ser colocadas en esa forma
(incluyendo todas las expresiones polinomiales), por lo que el método es de
gran utilidad préactica.

Para el desarrollo del método se asumird que se cuenta con los siguientes
datos experimentales:

X 4.0 3.2 6.8 9.3 1.2 0.7 5.5 7.4 6.5 2.4
y 6.2 5.3 9.1 | 12.0| 3.3 1.5 7.9 | 10.6 | 8.7 6.3

Los que se quieren ajustar a la ecuaciédn:

y=a+bx’+cx*+dIn(x) (8.2)

Es decir se quiere encontrar los valores de los coeficientes “a”, “b”,
“¢” y “d”, de manera que se pueda emplear esta ecuacidn en lugar de los da-
tos tabulados. Esta ecuacidén se encuentra en forma (8.1), siendo las fun-
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ciones en este caso: fi1(x)=1; f2(x)=x?;, f3(x)=x' y f4(x)=1n(x), mientras que
los coeficientes son: ci=a; c2=b; c3=c y cs=d.

Para encontrar el valor de las constantes se reemplaza cada par de datos
(x4, yi) en la ecuacidén a ajustar (ecuacidn 8.2):

a+b-4.0"+ c-4.0"+d-In(4.0)-6.2=r,
a+b-32"+ ¢332+ d-In(3.2)-5.3=r,
a+ b-6.8"+¢-6.8"+ d-In(6.8)-9.1=r,

a+ b-6.5"+¢-6.5"+ d-In(6.5)-8.7=r,
a+ b-24%+ ¢:2.4"+ d-In(1.4)-63=r,

Donde “ri1”, “r2” .. “r,” son los restos (las diferencias) entre los valores
calculados con la ecuacidédn ajustada (f(xi)) y los valores conocidos (yi). Si
el ajuste es perfecto, los restos son cero, por lo tanto, para conseguir el
mejor ajuste posible se deben minimizar estos restos.

Generalizando para una ecuacidén de la forma (8.1) los restos son:

e filx )+ e2 fo(x) )+t e, fo(x)-y, = n
c1f1(x2)+ chz(x2)+-~+ cmfn(x2)_y2 - N
. = ... (8.3)
clfl(xn—1)+ C2f2(xn—1)+"'+ cmfn(xn—l)_yn—l = T
le1(xn)+02f2(xn)+”'+ cmfn(xn)_yn -
El mejor ajuste se consigue minimizando estos restos, es decir:
n
Z r;=minimo (8.4)

i=1

Pero, como ya se vio en la resolucidn de ecuaciones no lineales, al mini-
mizar se debe evitar el signo (para evitar falsos minimos) lo que se consi-
gue simplemente elevando al cuadrado los restos:

n
2 , .
Zrl:mlmmo (8.5)
i=1
Esta es la ecuacién de los minimos cuadrados y de la cual, como se puede

ver, deriva su nombre.

Como ya se dijo, el minimo puede ser encontrado empleando diferentes mé-
todos y en este caso (para ecuaciones de la forma 8.1), se empleard el cél-

culo diferencial.

Para ello primero se escribe el sistema de ecuaciones (8.3) en forma ma-

tricial:
f}(xJ fé(xJ ”' .fm(xJ ¢ Y1 ry
fl(xz) fz(xz) fm<x2) | C2 || V2 |=|T2 (8.6)
j}(xn) .fz(xn) .fm(xn) Ch Y ry

Que en forma abreviada es:

FxC-Y=R (8.7)
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Ahora se encuentra el minimo, derivando la ecuacidén (8.1) con respecto a
cada uno de los coeficientes e igualando el resultado a cero:

L e e (5.9
oc,

i=1 i=1 i=1 ack

De donde resulta:

n ar [
Z r=—=0 [k=1>n (8.9)
ocy
Que en forma desarrollada es:
or, or, or, 0
r—tr,—+-+r =
"9c¢, *oc, "Oc,
8r1+ 8r2+ N or, 0
r r ety =
'dc, ‘dc, " dc, (8.10)
8r1+ 8r2+ or, —0
r ’/' oo
16‘c 286 "8c

Hasta esta parte, el desarrollo es general (no depende de la forma que
tenga la ecuacidén a ajustar) y en consecuencia esta expresidn puede ser em-
pleada para ajustar datos a una expresidédn de cualquier forma, pero como se
dijo, el proceso es iterativo.

Aplicandola especificamente a la forma (8.1), se puede comprobar féacil-
mente que las derivadas parciales con relacidén a los coeficientes son igua-
les a sus funciones respectivas. Asi por ejemplo la derivada parcial de r»

con respecto a ci (87&/801) es igual a la funcién fi(x2); la derivada par-

cial de r; con respecto a ca, (5FJ865) es igual a la funcidén f2(x1) y en
general para cualquier derivada se cumple que:

or, i=1-n
—= . 8.11)
ack fk(xl) k=1->m (

Reemplazando los valores de esta expresidén en la ecuacidn (8.10) se ob-
tiene:

rthxJ+FLfo»+'”+rmf( )ZO
rlfz(xl)"' rzfz(xz)"' et ”nfz( ):0

o (8.12)
rlfm(xl)+ erm(x2)+ et fm(xn):o
Que escrita en forma matricial es:
lf1(x1) f}(xz) r j}<xn> ry 0
folx) folx) o fhlx) «|72]=| 0 (8.13)

fm(xl) fm(x2> fm(‘xn) rm 0
Como se puede ver, la matriz “F” de esta ecuacidén es la transpuesta de la

matriz “F” de la ecuacidén (8.6). Entonces, se cumple que:

FT'«R=0 (8.14)
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Reemplazando “R” por la expresidén de la ecuacidn (8.7) y realizando algu-
nas operaciones se obtiene:

F™x(FxC—-Y)=0
F'«FxC=F"xY (8.15)

” r”

Esta expresidén constituye un sistema de “m” ecuaciones lineales con “m
incdégnitas (los valores de “C”), siendo la matriz de coeficientes FI*F y la
de constantes FT*Y. En consecuencia, el célculo de 1los coeficientes del
ajuste se reduce a la resolucidén de un sistema de ecuaciones lineales.

Para verificar qué tan bueno (o malo) resulta el ajuste se pueden grafi-
car los puntos conocidos y la ecuacidén ajustada y juzgar visualmente si la
curva resultante representa bien (o no) los datos tabulados.

Una forma mas objetiva de verificar el ajuste es mediante el cédlculo del
coeficiente de correlacidén, que para un ajuste en una variable, se define
como:

n

2 (f(y)=)

cor={| = (8.16)

i=1

Donde “f” es la ecuacidén ajustada, y:i son los datos conocidos de la va-
riable dependiente y y es el promedio de dichos datos.

Cuanto méas cercano es este valor a 1, mejor es el ajuste, siendo 1 el
ajuste perfecto.

No obstante, se debe tener cuidado al juzgar los resultados en base al
coeficiente de correlacidn, pues no siempre su valor es sefial de un buen
ajuste. Por ejemplo, cuando se ajustan “n” datos a una ecuacidén polinomial
de grado “n”, el coeficiente de correlacidén devuelve siempre 1 (ajuste per-
fecto), sin embargo, casi siempre ese es un mal ajuste (lo que puede veri-
ficarse graficando de la funcidén ajustada).

”

8.1.1. Ejemplo manual

Para comprender mejor el proceso se ajustaradn los siguientes datos:

x 1.0 2.5 3.5 4.0
Y 3.8 15.0 26.0 33.0
A la ecuacién:
y=a+bx’

Que tiene la forma de la ecuacidén (8.1), donde fi(x)=1, f2(x)=x%> ci=a y
c,=b. En esta ecuacidén existen dos coeficientes (m=2) y se cuenta con cuatro
puntos (n=4), en consecuencia los datos son:

x=[1,2.5,3.5,4]; v=[3.8,15,26,323]; n=x.length; m=2;
2

Las funciones son:

f=new Arrayim); f[0]=function(x){return 1;}; f[l]=function(x) {return
x¥xil;
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function (x){return =x¥*x;}
Con estos datos se calcula la matriz “F”:

F=new Array(n}; for(i=0;i<n;i++) {F[i]=new Arrayim); for(j=0;j<m;j++)
FIi]1[31=£[3] (x[i]);} F
(r1, 11, 11, e.231, [1, 12.23], [1, 1&]]

Y la matriz traspuesta "FT":

FT=transpose (F)
[, 1, 1, 11, [1, e.25, 12.253, 1le]]

Entonces se calcula la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones
lineales:

&=mul (FT, F)
[[4, 35.5], [35.5, 446.125]]

Y la columna de constantes:

B=transpose (mul (FT, v} )
[[77.8], [944.03]]

Finalmente, se resuelve el sistema de ecuaciones, en este caso con Crout,
obteniéndose asi los coeficientes de la ecuacidn ajustada:

crout (&, B)
[[2.278860085T70813354], [1.9347630484078545]11

Por lo tanto la ecuacién analitica que representa los datos tabulados es:

y=2.2789699570815394+ 1.9347639484978545 x

Para determinar cudn bueno (o malo) es el ajuste primero se programa la
funcién ajustada:

f=function(x) {return 2.278969957T0815394+1.9347T6394840978545%x*x; }
function (x){return 2.27T896898570815304+1.093476309484078545%x¥x; |

Entonces se pueden calcular los valores de “y” para los valores conocidos
de “x” (empleando la funcién “map”) mostrando los resultados redondeados al
primer digito después del punto (con “round”):

round (map (£, =} , 1)
(4.2, 14.4, 2&, 33.2]

Comparando los valores calculados con los conocidos (los valores de

AN

yll) .

¥
[3.8, 15, 2&, 3Z]

Se puede ver que el ajuste no es perfecto, pero si bueno, pues los valo-
res calculados son prdéximos a los conocidos. Si se calcula el coeficiente
de correlacidén (ecuacidén 8.16), se obtiene:

vp=0; for(i=0;i<n;i++) yp+=vy[il; vp/=n; =1=0; for(i=0;i<n;i++)
sl+=sgr(f(=x[i])-vp); =2=0; for(i=0;i<n;i++) s8+=sgr(v[il-vp); =sqrt(sl/sZ2)
0.99093604587597032

Que nos indica que el ajuste ha sido muy bueno (muy cercano a uno). Fi-
nalmente, para juzgar visualmente el ajuste, se manda a “plot” la funcidn
ajustada y una matriz donde la primera fila son los valores de “x” y la se-
gunda los de “y”. Es conveniente fijar los limites “x” de la grafica lige-
ramente por debajo y por encima de los limites tabulados:
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» plot([F,[x,y]],8.9,4.1)
undefined

25

20

15 +

T T T T T T
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Como se puede observar en este caso los datos (los puntos) se distribuyen
bastante bien a ambos lados de la funcidén ajustada, lo que constituye un
buen ajuste y que es coherente con el coeficiente de correlacidn obtenido.

La ecuacidén ajustada puede ser empleada igual que cualquier funcién ana-
litica. Asi, aparte de calcular los valores de “y” se puede calcular por
ejemplo la derivada, la integral, encontrar el minimo, encontrar una o mas
soluciones, etc.

8.1.2. Algoritmo y cédigo

El algoritmo que automatiza el proceso de célculo se presenta en la si-
guiente pagina y el cédigo respectivo, afiadido a “mat205.73s”, es:
function mincuad{f,=x,.v) {
var i,j,m,n,F, FT A B,c;
m—=Ef.length;
n=x.length;
F=new Array{(n):
for (i=0:;i<n;id++) {
Fl[i]l=new Array(m) r
for (j=0;j<m;j++)
FIL1[31=£[3]1 (x[1]1} ¢
}
FI=transpose (F)
A=mul (FT ,F) ;
B=transpose (mal (FT ,v)}) :
c=transpose (crout (A,B)} :
return c;

}

Haciendo correr el programa con los datos del ejemplo manual se obtienen
los mismos resultados que en dicho ejemplo:

f=new Array(2); f[O0]=function(x){return 1;}; f[l]l=function(x){return
x*x;}; x=[1,2.5,3.5,41; y=[3.8,15,26,33]
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mincuad: Ajuste de datos a la forma:
________ y=C1fi(X)+Chp(X)+. .. +Cnfm (%)
x:  Vector con los datos | .-~

con el método de los
independientes.

minimos cuadrados.
y:  Vector con los datos ( m = N° de elementos en f)
dependientes. ¢

( n= N°de elementos en x )

f. Vector con las
funciones "fi".

-

\/ i= -
Kdesdel 0 hasta n 1/
L

%{desde =0 hasta m-1

( FT = transpose(F) )

L

( A=FTF )
L

(B = transiose(FT"y)D

Cc = transpose(crout(A,B)D

( devolver ¢ )
[3.8, 15, 26, 33]

c=mincuad (f, x,Vy)
[2.2789699570815394, 1.9347639484978545]

Para facilitar el uso de la ecuacidén ajustada, es conveniente contar con
una generador que reciba los datos del ajuste y devuelva una funcién con la
ecuacibén ajustada, de manera que la misma pueda ser empleada directamente
para calcular valores de “y” a partir de valores conocidos de “x”. Dicha
funcidén ha sido afiadida a la libreria “mat205.js” con el nombre “genmin-
cuad”. Empleando la misma, se puede generar, por ejemplo, la funcidén ajus-
tada para los datos del ejemplo manual:

f=new Array(2); f[0]=function(x){return 1;}; f[l]=function(x) {return
x*x;}; x=[1,2.5,3.5,4]1; y=[3.8,15,26,33];

fx=genmincuad (f, x, V)
function (x) {

y=0;

for (i=0;i<m;i++) y+=c[i]*VvE[i] (x);

return y;

}

La funcién resultante puede ser empleada de la misma forma que una fun-
cibén creada para una ecuacidédn analitica, por ejemplo, se pueden calcular
valores de “y” para valores de “x” iguales a 2, 3 vy 3.7:

map (fx, [2,3,3.71)
[10.018025751072958, 19.69184549356223, 28.76588841201717]

Con el fin de juzgar numéricamente el ajuste, es conveniente contar tam-
bién con la funcidén para el cédlculo del coeficiente de correlacidén, dicha
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funcién recibe la funcidén ajustada y los vectores con los datos conocidos:

function corrc(f,=x,v) {
var i,yp=0,531=0,32=0,n=x.length;
for (i=0:;i<n;i++)
vpd=v[i] s
vpS/=n:;
for (i=0;i<n;it++) |
sl+=sgr(f(x[i])-vD)
s24=sgr(y[i]l-vp)
i
return sgrtoc(slfs2):
}

Para la funcidén ajustada con los datos del ejemplo manual, se obtiene:

corr (fx,x,v)
0.9993664587597932

Que es el mismo resultado obtenido en el ejemplo manual.
8.2. AJUSTE DE DATOS CON LOS METODOS SIMPLEX Y DESCENSO ACELERADO

Puesto que el ajuste de datos es un proceso de optimizacidn, se pueden
emplear los métodos estudiados en el anterior tema.

En este caso la funcidén de error es simplemente la ecuacidén de definicidn
de los minimos cuadrados, es decir la ecuacidén (8.5). Por ejemplo, para
ajustar los dato del ejemplo manual, la funcidén de error es:

fe=functionic) {var »=[1,2.5,32.5,4], v=[3.8,15,26,33], ==0, i; for
(i=0;i<x.length;i++) s+==sgric[0]+c[l]*=x[i]*=x[i]-v[i]}; return =;};

Como se puede ver, la funcidén de error recibe el vector de coeficientes
“c” y con los datos tabulados, almacenados en las variables locales “x” vy
“y”, calcula la sumatoria del cuadrado de los residuos de la ecuacidén a
ajustar (ecuacidén 8.5) devolviendo esa sumatoria como resultado de la fun-
cidén. Los datos tabulados “x” y “y” pueden ser almacenados también en va-
riables globales (teniendo cuidado de no interferir con otras variables).

Entonces, ajustando esta funcidén (que constituye la funcidén de error) con
el método Simplex, se obtiene:
simplex(fe, [1.1,1.2],1le-6)
[2.27T809T701724530165, 1.09347630481018546]

Con el método del descenso acelerado se obtiene:

descensca (fe, [1.1,1.2],1le-g)
[2.278960808260508215, 1.9347c39487803004]

Como estos métodos son iterativos y por lo tanto no siempre convergen, se
recomienda emplear “mincuad”, siempre que sea posible.

8.3. INTERPOLACION LINEAL

A pesar de ser un método de poca precisidn, es, por su simplicidad, uno
de los métodos més empleados en la préactica, sobre todo en el &rea de la
ingenieria donde en la mayoria de los casos sb6lo se requieren valores apro-
ximados. Este método proporciona resultados satisfactorios cuando los datos
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estédn distribuidos en segmentos cercanos, o, cuando a pesar de estar espa-
ciados, tienen un comportamiento lineal.

En el método de interpolacién lineal se busca el segmento donde se en-
cuentra el valor de la variable independiente "x", con los dos puntos de
dicho segmento se calculan los coeficientes de la ecuacién lineal y con la
misma se calcula el valor de la variable dependiente "y". Si el valor de
"x" es mayor al ultimo valor tabulado, o menor al menor valor tabulado, se
puede emplear el uUltimo par de puntos (o el primer par de puntos) para ob-
tener el valor de "y" por extrapolaciédn.

Si (xi,vi) Yy (xX3,y35) son los puntos del segmento donde se encuentra el va-

lor conocido: "x", entonces los coeficientes de la linea recta se calculan
con:
p=2i_Yi (8.17)
a=y,—bx, (8.18)
El valor interpolado: "y", se calcula con la ecuacidén de la linea recta:
y:a+bx (8-19)

Se debe hacer notar que debido la necesidad de ubicar el segmento donde
se encuentra el valor conocido, los datos deben estar ordenados ascendente-
mente en base a los valores de la variable independiente.

Para ilustrar el método se interpolard el valor de "y" para un valor de
"x" igual a 0.7 aplicando el método de interpolacién lineal a los siguien-
tes datos:

x 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
y 0 0.199]10.389[0.565]0.717| 0.841

AN ” AN ”

Para ello, primero se guardan los datos en las variables “wx” y “wvy”, vy
el valor a interpolar en la variable “x”:

vx=[0,0.2,0.4,0.6,0.8,1.0]; vy=[0,0.199,0.389,0.565,0.717,0.841]; x=0.7
0.7

Ahora se ubica el segmento en el que se encuentra el valor a interpolar

(el valor de "x") y para ello simplemente se recorren los elementos del
vector "vx" mientras "x" (el valor a interpolar) sea mayor a dichos elemen-
tos:

for (j=1;7j<vx.length;j++) {if (x<vx[]j]) break;}; J
4

Este numero (4) nos informa que el valor de "x" se encuentra entre el
cuarto (x3=0.6) y quinto (x,=0.8) elementos (recuerde que en Javascript el
primer indice es siempre 0).

Observe que la busqueda comienza a partir del segundo elemento (j=1),
esto para asegurar que el menor segmento posible sea siempre el primero
(entre 0 y 1). De lo contrario, si la bUsqueda comenzara en 1 y el valor a
interpolar seria menor al primer valor de la lista, el resultado seria 0 y
el en consecuencia el segmento estaria entre -1 y 0, un resultado errbneo
pues el menor indice posible en un vector es 0, no -1.

Una vez ubicado el segmento de interpolacidédn (los puntos entre los cuales
se encuentra el valor buscado) se aplican las ecuaciones (8.17) y (8.18)
para calcular los coeficientes:

i=3-1; b=(vyl[jl-vy[i])/(vx[]j]-vx[i]); a=vy[i]-b*vx[i]; write(a,b)
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0.10900000000000004 0.7599999999999999

Finalmente el valor buscado (el wvalor interpolado) se calcula con la
ecuacidén (8.19):

y=atb*x
0.641

8.3.1. Algoritmo y cédigo

El algoritmo para la interpolacién lineal es:
I -------- { inlin: Interpolacién Lineal. ﬁ

C recibir vx " )__vx,vy: Vectores con los datos conocidos.
ec VY X: Valor de la variable independiente.

Cn = Numero de elementos en vx-1>

(b= (vyj-vio/(wq-vxi) )
< a = vyi-b*vx; >
L

<j devolver a+b*x <>

.

El cdédigo respectivo, afiadido a la libreria “mat205.3js” es:

function inlin(vx,vy, X){
var a,b,n=vx.length-1,i,j=1;
while (x>vx[j] && j<n) j++;
i=j-1;
b=(vy[il1-v¥[il)/(vx[i]1-vx[i]):
a=vy[i]-b¥*vx[1i]:
return atb*x;

}

Empleando esta funcién con los datos del ejemplo manual se obtiene el
mismo resultado que en dicho ejemplo:

vx=[0,0.2,0.4,0.6,0.8,1.0]; vy=[0,0.199,0.389,0.565,0.717,0.841]
[0, 0.199, 0.389, 0.565, 0.717, 0.841]

inlin(vx,vy,0.7)
0.641

Para interpolar varios valores para el mismo conjunto de datos, resulta
mas practico crear una funcidén de interpolacidédn con dichos datos.
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Se ha afadido un generador de dichas funciones a la libreria “mat205.]3s”
con el nombre “geninlin” y con la misma se puede crear por ejemplo la fun-
cidén de interpolacidén para los datos del ejemplo manual:

fx=geninlin (vx,vy)

function (x) {
j=1;
while (x>vx[]] && j<n) Jj++;
i=3-1;
b=(vy[jl-vyl[il])/(vx[j]-vx[i]);
a=vyl[i]-b*vx[i];
return at+b*x;

}

Llamando a esta funcidén con el valor del ejemplo manual (x=0.7), se obtiene
el mismo resultado que en dicho ejemplo:

£fx(0.7)
0.641

Este tipo de funciones se conoce con el nombre funciones arbitrarias y son
de utilidad préactica en la solucidén de problemas en el campo de la ingenie-
ria. Pueden ser empleadas en la misma forma que una funcidén creada a partir

A\Y ”

de una ecuaciébn. Asi con dicha funcidén, se pueden calcular valores de “y
para valores de “x” iguales a: 0.1, 0.3, 0.5, 0.6, 0.7, 0.9 y 1.1:

map (fx, [0.1,0.2,0.5,0.6,0.7,0.9,1.11)
[0.0995, 0.199, 0.477, 0.565, 0.641, 0.779, 0.903]

AN

Y con la siguiente se crea la grafica entre 0 y 3 (para lo cual la funcidn
arbitraria debe extrapolar para los puntos ubicados después de 1):

plot ([£fx]1,0,3)
2

1.5 S

0 4
T T T T T
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

8.4. INTERPOLACION DE LAGRANGE

La interpolacidén de Lagrange es un método de interpolacidén polinomial. En
el mismo se calculan los valores intermedios ajustando los datos a una
ecuacidén polinomial de igual grado que el numero de puntos y que pasa por
todos ellos.

En este método la ecuacidén de interpolaciédn es:

y=3 5Ll .20
k=1
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Los valores de Lx se calculan con:

Lk(x):IQ)’;Ei; lk=1>n (8.21)
P, (x)= '_l(x—xl-) lk=1>n (8.22)

0,(x)=11(x,=x) [k=12n (8.23)

Donde "n" es el numero de datos conocidos, "x" es el valor a interpolar,
x;" v "y;" son los elementos con los datos de las variables independiente vy
dependiente respectivamente.

n

Como se puede observar, los valores de "Q" sbélo dependen de los valores
tabulados, por lo tanto pueden ser calculados independientemente del valor
a interpolar "x", mientras que "P" debe ser calculado para cada valor de
"x". Por otra parte, no pueden existir dos valores consecutivos de “x”
iguales, porque daria lugar a una divisién entre cero.

Para ilustrar el método se interpolaradn los datos de la siguiente tabla
para valores de "x" iguales a 2 y 3.

x 0 1 4 6
v | 1 | -1 1 | -1

Primero se guardan los datos de la tabla en dos vectores y el numero de
elementos en una variable:

vx=[0,1,4,6]; vy=[1,-1,1,-1]; n=vx.length
4

Entonces se calculan los valores de "Q" con la ecuacidn (8.23) (recordan-—
do que en Javascript los vectores siempre comienzan en cero):
ag=[1,1,1,1]1; for(k=0;k<n;k++) for (i=0;i<n;i++) qglkl*= i'!'=k ? vx[k]-
vx[i] : 1; g
[-24, 15, -24, 60]
Ahora se calculan los valores de "P", para x=2, con la ecuacidn (8.22):

x=2; p=[1,1,1,11; for (k=0;k<n;k++) for (i=0;i<n;i++) plk]l*= i!=k ? x-vx[i]
1; p

[81 161 _81 _41

Se calculan los valores de "L" con la ecuacidn (8.21):

1=[0,0,0,0]; for (k=0;k<n;k++) 1[kl=pl[k]l/qglk]l; 1
[-0.3333333333333333, 1.0666666666666667, 0.3333333333333333,
-0.06666666666666667]

Finalmente se calcula el valor de "y" (el valor interpolado) para “x=2"
con la ecuacidén (8.20):

y=0; for (k=0;k<n;k++) y+=vy[k]*1[k]
-1
Ahora se repite el proceso para “x=3", excepto que no es necesario calcu-
lar de nuevo el valor de “g”
x=3; p=[1,1,1,11; for (k=0;k<n;k++) for (i=0;i<n;i++) plk]l*= i!=k ? x-vx[i]
1; p
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(6, 9, -18, -6]

1=[0,0,0,0]; for (k=0;k<n;k++) 1l[k]l=plk]/qglk]l; 1
[-0.25, 0.6, 0.75, -0.1]

y=0; for (k=0;k<n;k++) y+=vy[k]*1[k]
2.7755575615628914e-17

Que redondeado a 16 digitos después del punto es 0:

round (ans, 16)
0

Como se puede ver en este ejemplo, cada vez que cambia el valor de la va-
riable independiente es necesario volver a calcular los valores de “P” y
“L”, mientras que el valor de “Q”, si no cambian los datos, sbélo debe ser
calculado una vez.

8.4.1. Algoritmo y cédigo

El algoritmo del método de Lagrange se presenta en la siguiente péagina y
el cédigo respectivo, afiadido a la libreria “mat205.3js”, es:

function inlag(v,vy,X){
var k,i.n=vx.length;
var g=new Array(n) ,p=new Array(n} ,l=new Lrray(n) ,y=0;
for (k=0:;k<n:;k++){

alkl=1:

for (i=0:i<n:i++) gl[k]l*= il=k ? wx[k]-w=[i] : 1:
|
for (k=0:;k<n:;k++){

plkl=1:

for (i=0:;i<n:i++) plkl¥= il=k ? =-wx[i]: 1:
}

for (k=0:k<n:k++) 1l[k]l=plk]l/glk]:
for (k=0:;k<n:k++) yvi+=vy[k]*1[k]:
return v:

}

Haciendo correr el programa con los datos del ejemplo manual se obtienen
los mismos resultados que en dicho ejemplo:

vx=[0,1,4,6]1; vy=[1,-1,1,-1]
[ll _ll ll _1]

inlag(vx,vy,2)
-1

round (inlag (vx,vy,3),16)
0

Al igual que con el método de interpolacidén lineal, es conveniente contar
con un generador de funciones arbitrarias para el método de Lagrange, de ma-
nera que, cuando se interpolan varios datos para una misma tabla, no sea ne-
cesario enviar dichos datos y recalcular el valor de Q para cada nuevo valor
de “x”. Dicho generador ha sido afiadido a la libreria “mat205.js” con el nom-
bre “geninlag”.

Al igual que con el método de interpolacidén lineal, la funcidn devuelta por
este generador puede ser empleada de la misma forma que una funcidén matemati-
ca, sin embargo, con los métodos de interpolacién polinomiales, los valores
extrapolados no son confiables, por lo que deben ser empleados sbélo para in-
terpolar datos.
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---4 inlag: Interpolacion de Lagrange |

recibir vx, vy, x

vx,vy: Vectores con los datos conocidos .
X: Valor a interpolar

<n=N° de elementos en vx>

)
%desde k=0 hasta n—1>

Kdesde i=0 hasta n-1 )

ok
N |2
< Ok = Q"1 ) qu = QK*VXK'VXD
\ |

k = k+1

(_desde k=0 hasta n-1>7

Px =1

S desde i=0 hasta n-1 )

ke
L 1
C e ) (pex )

(=i Q
(k= k+1

L
desde k=0 hasta n-1\

(k=ket (& =JF/)k/QK )

y=0

%(desde k=(i hasta n-1 )

G( =k+1 y = y+vyl >

Por ejemplo, empleando este generador, se puede crear una funcidén para los
datos del ejemplo manual y construir la grafica de la funcidén entre 0 y 6:

fx2 = geninlag(vx,vy)
function (x) {
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for (k=0;k<n;k++) {
plk]=1;
for (i=0;i<n;i++) plk]l*= il!=k ? x-vx[1i]: 1;
}
for (k=0;k<n;k++) 1l[k]l=pl[k]/qlk];
y=0;
for (k=0;k<n;k++) y+=vyl[k]*1[k];
return y;

}
plot([£fx2],0,6)

0.5 4

-0.5 4

T T
0 1 2 3 4 5 =]

8.5. INTERPOLACION DE NEWTON

Se trata de otro método de interpolacidén polinomial, en el cual el valor
interpolado se calcula con la ecuaciédn:
y:b0+bl(x_x0)+b2(x_x0)(x_x1)+"'+bn—l(x_xo)(x_xl)(x_xz)‘“(x_xn—z)

n—1

k=1
(8.24)
y=2 b ] (x=x)
k=0 i=1
Los valores de "b" se calculan con las siguientes relaciones:

f=y

by=f,
=1 k=0->n-2
f,:(fm /i) =05 n—k—1 (8.25)

Xivk+1— X

bn:f]

En estas ecuaciones "n" es el nUmero de datos, "x;" y "y:" son los datos
para la variable independiente y dependiente respectivamente y "x" es el
valor a interpolar.

Como los coeficientes "b" sélo dependen de los valores conocidos pueden
ser calculados por separado (tal como ocurre con el paradmetro "Q" del méto-
do de Lagrange). De esta manera es posible reducir el numero de célculos
cuando se interpolan varios valores con los mismos datos.
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Al igual que sucede con el método de Lagrange, el método de Newton no
puede ser empleado cuando la variable independiente tiene 2 o mas valores
consecutivos repetidos iguales, pues como se puede observar en las ecuacio-
nes se produciria una divisidén entre cero, ademds, es necesario también que
los valores de la variable independiente estén ordenados ascendentemente.

Para ilustrar el proceso de calculo en el método de Newton se emplearan
los datos de la siguiente tabla, para calcular valores de "y" para valores
de "x" iguales a 2 y 5.5:

x 1 4 5 6
y 0 1.3862944|1.6094379|1.7917595

Para ello, primero se guardan los valores de la tabla en dos vectores
vx” y “wy” y el numero de datos (puntos) en la variable “n”

vx=[1,4,5,6]; vy=[0,1.3862944,1.6094379,1.7917595]; n=vx.length;

Ahora se aplican las ecuaciones (8.25) para calculara los valores de “b”:

f=copy (vy); b=new Array(n); for (k=0;k<n-1;k++) {b[k]=f[0]; for (i=0;i<n-
1-k;i++) fli]=(f[i+1]1-£[i])/ (vx[i+k+1]-vx[1]);}; b[n-11=£f[0]; Db
[0, 0.4620981333333333, -0.05973865833333329, 0.007865541666666628]

Finalmente se calcula el valor interpolado con la ecuacidén (8.24), sin
embargo, la aplicacidén directa de dicha ecuacidén implica la repeticidén in-
necesaria de operaciones, asi para calcular el tercer término se realiza la

operacidn: (x-xo0) (x-x1), para calcular el cuarto término se realiza la ope-
racidén: (x-xo) (x-x1) (x-x2), donde como se puede observar se repite el calcu-
lo de: (x-xo0) (x-x1), para calcular el cuarto término se realiza la opera-
cidn: (x-x0) (x-x1) (x-x2) (x-%x3), volviéndose a repetir el céalculo de: (x-xo)

(x-x1) (x—-x2) y asi sucesivamente.

Se puede evitar la inatil repeticidén de cédlculos guardando el resultado
de la operacidédn anterior en una variable, en este caso “p” y empleando di-
cho resultado para calcular uno nuevo en la siguiente iteracidén. Procedien-
do de esa manera para “x=2", se obtiene:

x=2; p=1; s=b[0]; for (k=1;k<n;k++){p*=(x-vx[k-1]);s+=b[k]*p;}; s
0.6287686999999996

Y para “x=5.5":

x=5.5; p=1; s=b[0]; for (k=1l;k<n;k++) {p*=(x-vx[k-1]);s+=b[k]*p;}; s
1.7027518593750002

8.5.1. Algoritmo y cédigo

El algoritmo para la interpolacién polinomial por el método de Newton se
presenta en la siguiente pagina.

El cbédigo elaborado en base al mismo y afiadido a la libreria “mat205.js”
es:

function innew(v=,vv,.=x){
var k,i,n=vx.length,p,v,£,b;
f=copy(vy);
b=new Array(n):
for (k=0;k=n-1;k++)1{
bl[k]=E£[2]:
for (i=0;i<n-k-1;i++) Ef[i)=(E[i+1]-E[1i]}/(v=[itk+l]-wvx[i]}:
¥
b[n-11=£[0C]:
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---+ innew: Interpolacion de Newton" |

o VX, vy: Vectores con los datos conocidos ﬁ
recibir vx, vy, x

X: Valor a interpolar

<n=N° de elementos en vx)

f=vy

Hdesde k=0 hasta n-2)7

(¢ desde i=0 hasta n-k-2\
|}
Ci=iv }L@ = (For )/ (VKoko1 ) )

N
Cbm =fo; p= 1;y=bo>
l

\desde k=1 hasta n-1 )

]
(k=K1 J(p = p*(eveaa)s y = y+bi'p)

p=1: v=b[0]:
for (kF=l:k<n:k++) {p*=(x-vx[k-1]1):; vi+=b[Kk]l*p:}
return v

}

Haciendo correr este programa con los datos del ejemplo manual se obtienen
los mismos resultados que en dicho ejemplo:

vx=[1,4,5,6]; vy=[0,1.3862944,1.6094379,1.7917595];
innew (vx, vy, 2)

0.6287686999999996
innew (vx,vy,5.5)

1.7027518593750002

Al igual que con la interpolacidén lineal y Lagrange, es conveniente contar
con un generador de funciones para este método, de manera que no sSea necesa-
rio mandar los datos y calcular los pardmetros cada vez que se interpola un
valor. Dicho generador ha sido afiadido a la libreria “mat205.js” con el nom-
bre “geninnew”.

Empleando este generador se puede crear una funcién de interpolacidn para
los datos del ejemplo manual:

fx3 = geninnew (vx,vy)
function (x){
p=1; y=b[0];
for (k=1;k<n;k++) {p*=(x-vx[k-1]); y+t=bl[k]*p;}

return y
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}

Con la cual se pueden interpolar los valores del ejemplo:

map (£fx3, [2,5.5])
[0.6287686999999996, 1.7027518593750002]

Y se puede elaborar la grafica de esta funcidn entre los limites de los da-
tos (es decir entre 1 y 6):

plot ([£x3]1,1,6)
1.8
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Se debe recordar no emplear estos métodos para extrapolar datos.
8.6. INTERPOLACION SEGMENTARIA

Mientras que en la interpolacién polinomial todos los datos se ajustan a
una sola ecuacidén de enésimo grado, en la interpolacidédn segmentaria cada par
de datos se ajusta a una ecuacidn, generalmente clbica. De esa manera los da-
tos quedan representados no por una, sino por “n-1” ecuaciones de igual forma
pero con coeficientes y constantes calculados para cada uno de los segmentos.

Al ajustar un conjunto reducido de datos a una ecuacidén, por lo general se
consigue representar mejor el comportamiento intermedio de los datos que con
una sola ecuacidén que pase por todos ellos.

La ecuacidén mas empleada para este tipo de ajuste es la ecuacidn cubica,
por lo tanto las “n-1” ecuaciones que representan los “n” datos tienen la
forma:

— 2 3 .
Sj(x)—aj+bj(x—xj)+cj(x—xj) +dj(x—xj) []—0-)}1—2 (8.26)

A\ W,

Donde s5 es la ecuacidén ajustada para el segmento “j”, “x” es el valor a
interpolar, mismo que debe estar comprendido entre xj y xj+1; aj, bj, cy y dj
son los coeficientes de la ecuacidn clbica para el segmento “j

r”

Para calcular los coeficientes de la ecuacidén cubica, se toma en cuenta
que en el punto intermedio entre dos segmentos cualesquiera, las ecuaciones
correspondientes a dichos segmentos deben devolver el mismo resultados para
el mencionado punto, es decir se debe cumplir que:

S_j(xj+1):Sj+l(xj+l):yj+1
aj+bj(xj+1—xj)+cj(x x.)2+dj(xj+1—xj)3= (8.27)

T
aj+1+bj+l(‘xj+1 _xj)+cj+1 (‘xj+1_xj)2+dj+l (xj+1_xj)3:yj+l
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Si se denomina “hy” a la diferencia entre dos valores consecutivos de

N,

X

h=x;,—x, (8.28)

La anterior ecuacidén puede ser reescrita como:
2 3
. h. N h=a..,=Vv. .2
a;+b;h+c;h+d hi=a,.,=y;, (8.29)

Por lo tanto los coeficientes “a”, de la ecuacidédn clUbica, son iguales a
los valores conocidos de la variable dependiente, es decir:

aj:yj (8.30)

”

Para calcular los coeficientes restantes (“b”, “c” y “d”) se hace que las
derivadas de las ecuaciones cubicas a ambos lados de un punto intermedio
cualquiera sean iguales, es decir que tengan la misma pendiente, con ello
no sbélo se logra despejar una de las incdgnitas, sino que ademds se segura
que la curva resultante sea uniforme:

!

j— !
S j(xj+1)_s _j+1(xj+1)
2_ 2
b+2c;h+3d ;h;=b, +2c;, (x,,,—x,,)+3d,, (x,,,—x ) (8.31)
2_
b+2c;h+3d ;h;=b,,,
Para garantizar aun més la uniformidad de la curva resultante y disminuir

el numero de incdébgnitas, se igualan también las derivadas segunda de las
ecuaciones cuUbicas a ambos lados de un punto cualquiera:

re

N j(xj+l):S ’j+l(xj+1)
2¢,46d h,=2c,,+6d ,(x, —x,,) (8.32)
¢;+¥3d;h;=c,,

!

Despejando d; de esta ecuacidn, se tiene:

Cc..,—C.
d == (8.33)
J 3hj
Reemplazando esta ecuacidén en la ecuacidén (8.31) se obtiene:
3(c,,,—c;)
A S SAy A
b+2c;h;+ Y hi=b,,,
J

b,*2c hi*c, h;—c h;=b,,,
bi+(c;+e,)h,=b,.,

Y reemplazando la ecuacidén (8.33) en la ecuacidén (8.29):

c. .—C.
2 j+1 Jj 1.3 __
aj+bjhj+cjhj+— hj—aj+1

3h;
3¢ h+ce,, ho—c I
aj+bjhj+ Lt /3 ! L ’:aj+1

a.,—a, 2c,h+c, h’ (8:39)
p=in4 2GR T
J

h, 3h,;

p =4 (2¢,+c,)h,

o, 3
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Finalmente, reemplazando (8.35) en (8.34) y reajustando indices, se ob-
tiene un sistema de ecuaciones lineales donde las uUnicas incdgnitas son los
los coeficientes “c¢”

aj+1_aj_<2cj+cj+l)hj+(ch+c‘ )hlzaj+2_aj+1_(2cj+1+cj+2)hj+l

h; 3 AL hij 3

—2¢hmcinhA3cht3cinhy (2¢t )b o[ @m=am _au—a,
+ =3 - (8.36)

3 3 hj. h,

a,,—a;,, 4;,—4a;

hjcj+2(hj+hj+])Cj+]+hj+1cj+2:3 - E —— -

B h,;

No obstante, esta expresién sdélo genera “n-2” ecuaciones lineales, porque
el maximo valor posible para “j” es “n-3”, esto porque sbélo existen “n-1"
segmentos y al estar presente en la expresidén el término “cj+2”, se deduce
fdcilmente que el mayor valor posible de “j” es: j+2=n-1 => j=n-3.

r”

Por ejemplo si se tienen 6 puntos (n=6), se forma un sistema con 4 ecua-
ciones lineales con 6 incdégnitas (co, ci1, C2, C3, C4 Yy Cs):

hycgt2(ho+h))e+he, = 320 D% - )
I, Iy
hoe+2(h+h)e,+hye, = 3|2 D4 -
I, 7,
a,—da a,.—da
h202+2(h2+h3)03+h304 = 3 4 3_ 3 2 — p2
h3 h2
a.—da a,—da
h3C3+2(h3+h4)C4+h4cs = 3 5 4_ 4 3 — p3
I, Iy

”

Donde los elementos “pi” simplemente representan los resultados obtenidos
al reemplazar los valores en el lado derecho de cada una de las ecuaciones.

Por consiguiente, para resolver este sistema, se requieren 2 valores de
"c". Como no se tiene ninguna informacidén con relacidén al comportamiento
de los datos antes del primer segmento y después del ultimo, se puede asu-
mir que en el primer segmento y después del Gltimo, las ecuaciones cubicas
no cuentan con el término de segundo grado, es decir que en dichos segmen-
tos los valores de “c” son cero, por lo tanto se puede asumir que tanto cp
COmoO C,-; SON Cero.

Con estos valores se puede resolver el sistema de ecuaciones y calcular
los wvalores restantes de “c”. Para visualizar mejor el sistema de ecuacio-
nes que se forma, se escribe la ecuacidédn (8.36) en forma matricial:

hy 2(h,+h,) h, 0 0 .. 0 0 0 c 2o
0 h, 2(h,+h,) h, 0 .. 0 0 0 ¢, 12
0 0 h, 2(h,+hy) hy .. O 0 0 [* ¢, [F| p,
0 O 0 O O hn—3 2<hn—3+hn—2) hn—2 Cn2 pn—3

t ] ;8.373

Donde los elementos “p", como ya se vio, se calculan con el lado derecho
de la ecuacidén (8.36), es decir con la expresidn:
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Como se puede ver, el sistema de ecuaciones lineales que se forma es un
sistema tridiagonal, por lo que puede ser resuelto con uno de los métodos
estudiados para este fin (gausstd y gseideltd).

AN

Una vez calculados los valores de “c¢”, los valores de “b” se calculan con
la ecuacidén (8.35), los valores de “d” con la ecuacidn (8.33), finalmente
el valor de “y” (el valor interpolado) se calcula con la ecuacidén (8.26),
ubicando previamente el segmento en el que se encuentra el valor de “x” (el
valor a interpolar).

Para ilustrar el procedimiento, se empleard la interpolaciédn segmentaria
para calcular valores de “y” para valores de “x” iguales a 2 y 5.5, con los
datos de la siguiente tabla:

X 1 4 5 6
v 0 1.3862944|1.6094379]|1.7917595

Primero se guardan los datos de la tabla asi como el numero de datos:

vx=[1,4,5,6]; vy=[0,1.3862944,1.6094379,1.7917595];n=vx.length;

”

Se asigna a la variable “a” los valores de “y” (ecuacidén (8.30)) y se
calculan los valores de “h” con la ecuacidén (8.28):

a=vy; h=new Array(n-1); for (i=0;i<n-1;i++) h[i]=vx[i+1]-vx[i]; h
(3, 1, 1]

Se calculan los elementos de la matriz tridiagonal con las expresiones de
la ecuacidn (8.36):

]=new Array(4); mt[7]

mt=new Array(n-2); for (j=0;j<n-2;3j++) {mt[j
=h[J+1];mt[J] [3]=3*((alj+2]-

[0]=h[3];mt[j][1]=2*(h[j]+h([j+1]);mt[]][2]
alj+1])/h[j+1]-(alj+1]-al3])/h[3]);}; mt
[[3, 8 1, -0.7168638999999994], [1, 4, 1, -0.1224657000000009]]

Entonces se resuelve este sistema de ecuaciones con “gausstd”:

c=gausstd (mt)
[-0.08854806129032249, -0.008479409677419605]

Al que se le afiaden los valores asumidos (los dos ceros):

c.unshift (0);c.push(0);c
[0, -0.08854806129032249, -0.008479409677419605, 0]

AN

Con los valores de
(8.33)):

b=new Array(n-1); for (J=0;j<n-1;3++) bljl=(alj+1l]l-alj])/h[j]l-(2*c[]]
+c[Jj+11)*h([31/3; b
[0.5506461946236558, 0.2850020107526884, 0.18797453978494627]

d=new Array(n-1); for (j=0;j<n-1;3++) d[jl=(c[j+11-c[j]1)/(3*h[j]); d
[-0.009838673476702498, 0.026689550537634294, 0.0028264698924732015]

c” se calculan los de “b” y “d” (ecuaciones (8.35) vy

Con todos los coeficientes calculados, se puede crear la funcidén de in-
terpolacidn:

fx=function (x) {var h,j=0; while(x>vx[j+1] && j<n-2) Jj++; h=x-vx[]]; re-
turn al[jl+b[j]1*h+c[j]l*h*h+d[j]*h*h*h;};

Y con la misma calcular los valores pedidos:

map (fx, [2,5.5])
[0.5408075211469533, 1.7016586262096776]
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8.6.1. Algoritmo y cdédigo

Debido a la gran cantidad de célculos que implica la determinacién de los
el método de interpolacidén segmentaria se emplea casi exclusi-
vamente para interpolar varios valores a partir de un mismo conjunto de da-
tos. Por lo tanto es de mayor utilidad contar con un generador de funciones
en lugar de una funcidén de interpolacidn.
cho generador se presenta en los siguientes diagramas,

coeficientes,

arbitrarias,

pectivo, afiadido a la libreria “mat205.js”, el siguiente:

function geninseg (vx,vy) {
var n=vx.length,a=vy,j,c,h=new Array(n-1),r
var b=new Array(n-1),d=new Array(n-1),mt=new Array(n-2);
for (3=0;j<n-1;3++) h[3j]=vx[j+1]-vx[3];

for
mt
mt
mt

(
E
[
[

J
J110
jl[3]=

7=0;J<n-2;j++) {
] =new Array(4)
=h[j]; mt]
*((a [j+2

*(h{jl+h[Jj+1]); mt[j][2]=h [j+1]

jlll]=
1-alj+ ])/h[j+1] (alj+11-al3jl) /h([3]

[
a

segmentaria.

geninseg: Genera una funcién de interpolacion ﬁ

< recibir vx, vy )--{vx,vy: Vectores con los datos conocidos ﬁ

L

<n= N° de elementos en vx)

a=vy

%( desde j=0 hasta n-2 >7

<j=j+1\» (= - v j

%(desdejm hasta n-3>7
L

i+1 )

(i=i

——

< mt10=hj, mtj’1=2*(hj+hj+1); mtj’2=hj+1 )

( mt,-g,= 3*((aj+2-a,-+1 )/h+1 —(a,-+ 1-a,-)/h,-) >

%CdesdeFO hasta n-ZD—

1
(=it —( d=(guo)@h) )

L
C c=gausstd (mt); ¢,=0; ¢,.,=0 )

L

L
ij = (a,-+1-a,-)/h,—(2*q+q+1)*hj/3>

[ —
( flx) => f @4:)

devolver f

®

El algoritmo para di-
siendo el cédigo res-—
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f. Funcion de interpolaciéon
segmentaria.

recibir x ---{x: Valor a interpolar.ﬁ

2 3
(devolver ar-byr+g*r+dir )

c=gausstd(mt); c.unshift(0); c.push(0);

for (j3=0;7j<n-1;7J++) {
b[jl=(alj+11-aljl)/h[3]1-(2*c[j]1+c[j+1])*h[]j]1/3;
dljl=(cl[3+1]1-c[3])/(3*h[]]);

}

return function (x) {

j=0;
while (x>vx[j+1] && j<n-2) J++;
r=x-vx|[j];

return al[j]l+b[j]l*r+c[j]l*r*r+d[j]*r*r*r;

}

Por ejemplo,se puede emplear este programa para crear una funcidén de inter-
polacién para los datos del ejemplo manual (se puede evitar visualizar la
funcidén resultante escribiendo un punto y coma “;” al final de la instruc-
cidn) :

fx=geninseg([1,4,5,6],10,1.3862944,1.6094379,1.791759517)
function (x) {

j=0;

while (x>vx[Jj+1] && j<n-2) J++;

r=x-vx|[Jj];

return al[jl+b[j]l*r+c[jl*r*r+d[j]*r*r*r;

}

Con esta funcién, como era de esperar, se obtienen los mismos resultados
que en el ejemplo manual:

map (fx, [2,5.5])
[0.5408075211469533, 1.7016586262096776]

8.7. EJEMPLOS

1. Ajuste los siguientes datos a la ecuacién: y=a+bx'+cx'+dIn(x). Deter-
mine grafica y numéricamente cuan apropiado resulta el ajuste y calcule
los valores de "y" para "x" =1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 y 10.

x|4.0]3.2 819.311.2]0.7
Y|6.2]|5.3 1112.0]13.3]1.5

5.517.416.5[2.4
7.9010.6[8.7[6.3

6.
9.
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Puesto que la ecuacidén tiene la forma de la ecuacidén (Error: No se en-
cuentra la fuente de referencial), la mejor alternativa consiste en ajus-
tarla empleando el método de los minimos cuadrados, pero como ademds la
ecuacidén resultante es empleada para obtener varios resultados, lo més
préactico es generar la funcidén ajustada con “genmincuad”.

Los vectores con las funciones y los datos son:

vx=[4,3.2,6.8,9.3,1.2,0.7,5.5,7.4,6.5,2.4];

vy=[6.2,5.3,9.1,12,3.3,1.5,7.9,10.6,8.7,6.3];

vi=new Array(4); vf[0]l=function(x) {return 1;}; vif[l]=function(x) {return
x*x;}; vi[2]=function (x) {return x*x*x*x;}; vf[3]=function (x) {return
log(x);};

Con los que se obtiene la funcién ajustada:
fx=genmincuad (vf,vx,vy);

Para juzgar visualmente cuan bueno es el ajuste se elabora la gréafica de
la funcidén de ajustada y los puntos conocidos:

plot ([fx, [vx,vy]],0.5,10)

12

10

T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 & 7 8 9 10

Como se puede ver, los datos se distribuyen uniformemente a ambos lados
de la curva, por lo que visualmente se puede concluir que el ajuste es bue-
no.

Para juzgar numéricamente cuan bueno es el ajuste se calcula el coefi-
ciente de correlaciédn:

corr (fx,vx,vy)
0.9842448608441499

Como este valor es cercano a uno se concluye que el ajuste es bueno, co-
rroborando asi la apreciacidédn visual.

”

Ahora, con la ecuacidén ajustada se calculan los valores de “y” para los
valores dados de “x”, los cuales se redondean al primer digito para que
tengan la misma precisidédn que los datos:

round (map (fx, [1,2,3,4,5,6,7,8,9,101),1)
(2.7, 4.6, 5.8, 6.7, 7.6, 8.5, 9.4, 10.5, 11.8, 13.3]

Si la ecuacidén a ajustar no se encontrara en forma de la ecuacién (8.1),
se tendria que recurrir al método Simplex o del descenso acelerado, en cuyo
caso la funcidén ajustada tendria que ser creada manualmente empleando los
coeficientes calculados.
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2. Cree funciones de interpolacién para los datos de la siguiente tabla con
los métodos de interpolacién lineal, interpolacién de Lagrange, interpo-
lacién de Newton e interpolacién segmentaria. Grafique las funciones re-
sultantes (conjuntamente los puntos) y calcule valores de "y" para valo-
res de "x" iguales a 1, 4, 6, 13, 17, 23, 25.5, 26.5, 28, 30, 42 y 45.

x|3|5]|7|11|14(16(19]|21|24|25|26|27|29|33|36|40|44
y[{O0]JO0]0[0]1]3]13|22(29(26(18]8]3|0|0|0|0

Como el mismo conjunto de datos se emplea para calcular varios resulta-
dos, se deben generar las funciones de interpolacibén con “geninlin”, “ge-
ninlag”, “geninnew” y “geninseg”.

Primero se guardan los datos en dos vectores, recordando que deben estar
ordenados con respecto a la variable independiente:

vx=[3,5,7,11,14,16,19,21,24,25,26,27,29,33,36,40,44];
vy=(0,0,0,0,1,3,13,22,29,26,18,8,3,0,0,0,0];

Ahora se genera la funcidén de interpolacidédn para el método de interpola-
cidén lineal:

fx=geninlin (vx,vy);

Y con la misma se elabora la grédfica de la funcidén de interpolacién y de
los datos conocidos:

plot ([£x, [vx,vv]],2.5,45)

25 5

20
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10
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5 10 15 20 25 20 35 40 45

Como se puede ver las lineas rectas entre los datos predicen de manera
aceptable los valores intermedios (los valores a interpolar).

Los valores interpolados, para los datos proporcionados (redondeados al
primer digito para concordar con la precisidén de los datos proporcionados)
son:

dx=[1,4,6,13,17,23,25.5,26.5,28,30,42,45]; round(map (fx,vx),1)
(o, o, o, 0.7, 6.3, 26.7, 22, 13, 5.5, 2.3, 0, O]

Se procede de manera similar con el método de Lagrange. Primero se genera
la funcidén de interpolaciédn:

fxl=geninlag(vx,vy);

Se elabora la grafica para determinar cuan confiable es el método:



- 242 - Hernan Pefiaranda V.

ploc([£fx1, [vx,vv]], 3, 44)

40000 S
35000 4
30000
25000 S
20000 4
15000 +
10000
5000

0 -+ ]

T T T T T T T T
= 10 15 20 25 20 35 40

Como se puede ver, en este caso el método de Lagrange predice mal los va-
lores intermedios, por lo que no es el método adecuado para llevar a cabo
la interpolacién, algo que se corrobora al calcular los valore pedidos:

round (map (fx1,dx),1)
[-167193.5, 1387.2, -274.2, -10.7, 3, 27.8, 22.5, 12.9, 1.7, 9.3, 23896,
-298043.6]

Que evidentemente no corresponde a los resultados correctos.

Se procede de forma similar con el método de Newton, que al igual que La-
grange, predice mal los datos intermedios:

fx2=geninnew (vx,vy) ;
plot ([fx2, [vx,vy]],3,44)

40000 S
35000
20000 S
25000 S
20000
15000 +
10000
5000 ~
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round (map (fx2,dx) , 1)
[-167193.5, 1387.2, -274.2, -10.7, 3, 27.8, 22.5, 12.9, 1.7, 9.3, 23890,
-298043.6]

Se procede de igual forma con el método de interpolacién segmentaria. La
funcién de interpolacién se obtiene con:

fx3=geninseqg (vx,Vvy) ;
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Siendo la grafica de la misma:

ploc{[£x3, [vx,vvy]],3,44)

25 +

15

10

| | | | | | | |
= 10 15 20 25 20 35 40

Como se puede ver el método de interpolacidn segmentaria predice bastante
bien los valores intermedios (con excepcidén de unos 4 segmentos ubicados en
la parte inferior de la curva).

Los valores interpolados con este método son:

round (map (fx3,dx) , 1)
(o, o, o, 0.5, 5.5, 28.6, 22.6, 12.7, 3.6, 2.5, 0, 0]

8.8. EJERCICIOS

Como en los anteriores temas para presentar los ejercicios que resuelva
en la calculadora, copie las instrucciones en un editor de texto y luego,
al momento de presentar el trabajo, vuelva a copiarlos y ejecutarlos en la
calculadora. Alternativamente, puede guardar el ejercicio resuelto como una
padgina HTML, haciendo clic derecho en pagina y eligiendo la opcidén “guardar
como” (o su equivalente) y guardando la pagina como padgina web completa (o
fichero tnico) asigndndole un nombre adecuado como ejerciciol.html.

X

1. Ajuste los datos de la siguiente tabla a la ecuacién:)n:ax2+él+ce§.
X

Luego grafique la ecuacidén ajustada y los puntos conocidos, calcule su
coeficiente de correlacién y calcule los valores de "y" para los si-
guientes valores de "x": 2, 4, 7, 9, 11, 12, 13, 14, 16, 17, 18.

X 2.3 4.5 6.7 8.4 9.2 |10.1(11.2|12.6]14.5(16.3|17.2]18.1
y 11 41 90 141 169 205 251 318 421 545 592 655

<

V__.
X

Luego grafique la ecuacidén ajustada y los puntos conocidos, calcule el

coeficiente de correlacidén y resuelva la ecuacidén ajustada empleando el
método "Incremental" (valor inicial 2, incremento 1).

3
2. Ajuste los datos de la siguiente tabla a la ecuacidn: y=ax +b¢§+

x[3.811.3]19.213.4]11.0]5.1]5.719.0]8.0]6.4]6.6(8.1
y| 15 8 |124| 13 8 27 [ 35 [116| 84 [ 46 | 50 | 87
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3. Ajuste los datos de la siguiente tabla a la ecuacidn:
)ﬁ:aln(x)+bsh1(x)—ccos(x) . Luego grafique la ecuacidén ajustada y los
puntos conocidos, calcule el coeficiente de correlacién y resuelva la
ecuacidén ajustada con el método de Regula Falis encontrando el segmento

de solucidn con el método incremental (valor inicial 5, incremento -1).

x| 1 3]4]5]8]11]14]15][20
vi1] 322546 |6]7

4. Empleando los datos de la siguiente tabla calcule valores de “y” para
valores de "x" iguales a 3.9, 4.8, 6.1, 6.57, 6.7 y 7.1, con los métodos
de interpolacidén lineal, Lagrange, Newton y segmentaria. En todos los
casos, para juzgar visualmente el método, elabore la grafica de la fun-
cidén de interpolacidédn conjuntamente los puntos conocidos.

X 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.2 6.5 6.8
y [0.002]0.030{0.155(0.396|0.658|0.903|0.933(0.975|0.993

5. Empleando los datos de la siguiente tabla calcule valores de “y” para
valores de "x" iguales a 0.5, 2.5, 3.2, 4.3, 5.5, 6.5, 8.5, 10.5, 13.5,
15.5, 18.5, 20.5, 22.5 y 24, con los métodos de interpolacién lineal,
Lagrange, Newton y segmentaria. En todos los casos, para Jjuzgar visual-
mente el método, elabore la grafica de la funcidén de interpolacidén con-
juntamente los puntos conocidos.

x|1]12] 3 [3.5]14]4.5(5 6 7 8 9 10 12 13 14 15 16 (17118 19|20 (21|22 23
y[0]00.5({1.5(3] 5 |9(11.8]12|12.5[12.5]|12.5(12.5[12.4]12.0]11.5|10.5(9.5|8.3(7.0|5.5|4.0{3.0(2.5

6. Elabore un médulo que resuelva la siguiente funcidén (encuentre el valor
de xi) empleando el método de Newton Raphson (valor inicial 0.5). Los
valores de “yi”, necesarios en el calculo, deben ser obtenidos por in-
terpolacién de los datos de la tabla con el método de Newton:

X; 0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
Y 0 0.022]10.052 (0.087]0.131]10.187]0.265| 0.385

kx y_yz
Lf(xJ %_ x——x _O
y i
__ kY B (1-y,)—(1-y)
ky_ _ ’ (1 )m_
1—y
' 1—x)—(1—
kx_(llix) ; (l_x)m:( )C) ( xz)
xm 11'1 l_X
—X

k'.=1967x107; k' ,=1.465x10"°; »=0.39; x=0.1
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9. INTEGRACION Y DIFERENCIACION NUMERICA

La integracidén y diferenciacién numérica se emplean cuando las funciones
a integrar o diferenciar se encuentran en forma tabular, grafica o son muy
complejas como para integrarlas o derivarlas analiticamente.

Sin embargo, autn en situaciones donde 1las funciones son sencillas, se
suele recurrir a la integracién y diferenciacidén numérica, simplemente por-
que es més rapido y sencillo resolver una integral o calcular el valor de
una derivada con la ayuda de un dispositivo programable.

En la diferenciacidén numérica se aplica férmulas, deducidas en base al
concepto de la derivada, que buscan aproximar la diferencia infinitesimal
mediante diferencias finitas.

En la integracidén numérica se cuenta con varios métodos que emplean algun
tipo de simplificacidén para calcular el area bajo la curva.

9.1. DIFERENCIACION NUMERICA

Como se dijo, el calculo numérico de las derivadas se basa en el concepto
de la derivada, es decir:

dx _ .. A

X jim 2L (9.1)
dy axs0AX

Numéricamente se consigue una aproximacién al limite empleando valores

7

suficientemente pequefios de "“dx”, de manera que "“dx” tienda a cero. En su
aproximacién més simple, se toman dos valores alrededor de “x” de manera
que su diferencia se aproxime a cero (tienda a cero), con estos valores se

A\

calculan los correspondientes valores de “y (reemplazando los valores de
ANY ”

x” en la funcidén a diferenciar) y con los mismos se calcula el valor de la
ecuacidén (9.1).

Por ejemplo para calcular la derivada primera de una funcidén “f” en un

punto cualquiera "x", se toman dos valores cercanos a "x": uno ubicado al
lado izquierdo (x-h) y otro al derecho (x+h) (donde "h" es una fraccidén pe-
quefia de “x”) y reemplazando estas expresiones en la ecuacidén (9.1), se ob-
tiene:

dy flx+h)=f(x=h)_ flx+h)=f(x=h)
dx (x+ h)—(x—h) 2-h

Que, es la férmula de diferencia central empleada en el método de Newton-
Raphson. Se conoce como férmula de diferencia central porque los puntos se
calculan a ambos lados de “x”, que es el valor para el cual se quiere cal-
cular la derivada.

(9.2)

N, 7

Si en lugar de dos valores a ambos lados de se toma uno solo a la iz-

quierda: “x-h”, se obtiene:
dy S (x)=f(x=h)_ flx)=f(x=h)
dx x—(x—h) h

Que se conoce como férmula de diferencia hacia atréds, porque el valor con

X

(9.3)

el que se calcula la diferencia (dx) se calcula con uno ubicado antes del
valor “x” (x-h).

nw

Si, por el contrario, se toma sdélo un valor a la derecha de
se obtiene:

X": “X+h”,
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dv _flx+h)—f(x) _ f(x+h)—f(x)
dx (x+h)—x h
Que se conoce como férmula de diferencia hacia adelante, porque el valor

con el que se calcula la diferencia (dx) se encuentra delante del valor
“x” (x+h) .

(9.4)

Estas ecuaciones pueden ser deducidas tomando no sélo uno o dos puntos,
sino cuatro o més, antes y/o después del valor de “x”. Mientras més puntos
se tomen para el calculo de Ax més exacto es el resultado obtenido, asi, de
las tres foérmulas deducidas, la més exacta es la de diferencia central
(ecuacidén 9.2), porque en su deduccidén se emplean dos puntos.

La deduccién de las férmulas para las derivadas de segundo, tercer vy
cuarto orden siguen el mismo principio, pero en lugar de la funcidén origi-
nal se emplean las férmulas deducidas para las derivadas de orden inferior.
Asi para obtener la derivada segunda se emplean las férmulas de la derivada
primera (pues como se sabe la derivada segunda se obtiene derivando a su
vez la derivada primera), para la tercer las fdédrmulas de la derivada segun-
da y asi sucesivamente.

En funcidén al numero de puntos que se toman para el calculo de "Ax" se
tienen diferentes tipos de errores: de primer orden si sélo se toma un va-
lor; de segundo orden si se toman dos valores y de cuarto orden si se toman
4 valores.

A continuacidédn se presentan las férmulas de diferenciacidn (central, ha-
cia adelante y hacia atréds) hasta de cuarto orden, con errores hasta de
cuarto orden:

9.1.1. Férmulas de diferencia central. Error de orden h?

f’(x)—f<x+ h)—f(x—h)

2h
vy S x+h)=2 f(x)+ f(x—h)
f (x)— e .
) Lt 20022 f (k) 2 f (v )= f (x=20) 9-2)
B 20
fw(x):f(x+ 2h)—4f(x+h)+6f(x)-4f(x—h)+ f(x—2h)
h4
9.1.2. Férmulas de diferencia central. Error de orden h?
: _—f(x+ 2h)+ 8f(x+ h)—8f(x—h)+f(x—2h)
fx)= 12/
f,,(x):—f(“ 2h)+ 16 f(x+ h)=30 f(x)+ 16 f(x—h)— f(x—2h)
12h°
fm(x):f(x+ 3h)+8 f(x+2h)—13 f(x+h)+ 13 f(x—h)-8 f(x—2h)+ f(x—3h)
8K
f””(x):_f(“ 30412 f(x+2h)=39 f(x+h)+56 f(x)=39 f(x—h)+ 12 f(x—2h)— f(x—3h)

6h'
(9.6)
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9.1.3. Férmulas de diferencia hacia adelante. Error de orden h

(L e+ h)— f(x)
f(X)— h
f,,(x):f(x+ 2h) =2 f (x+ h)+ f(x)

hZ
)L 331 (et 2043 1 (kB £ ()
h3
() AR =4 (e 30+ 6 f (x4 2h)=4 (x4 b+ £ ()
h4

f/
9.1.4. Férmulas de diferencia hacia adelante. Error de orden h?
(=S 2h)+ 4 f(x+ h)=3 f(x)
f(x)= L
fu(x):—f(x+ 3h)+4 f(x+2h)=5 f(x+h)+2 f(x)
R
):—3f(x+ 4h)+ 14 f (x+3h) =24 f(x+2h)+ 18 f(x+h)=5 f(x)
20
_=2f (x+5h)+ 11 f(x+4h)—24 f(x+3h)+26 f(x+2h)—14 f(x+h)=3 f(x)
it

S (x
)

(9.8)

9.1.5. Foérmulas de diferencia hacia atrds. Error de orden h

(=S x)=fx=h)

S )=t
_Sx)=2f (x= e £ (x=2h)
2
f(x)=3f(x=h)+3f(x=2h)-f(x—3h)
7’
u(x):f(x)—4f(x—h)+ 6 f(x—2h)—4f(x=3h)+ f(x—4h)
i

fx)=

e
9.1.6. Fdérmulas de diferencia hacia atras. Error de orden h?
fr(x):3f(x)—4f(x2—hh)+ S (x=2h)
f”(x):2 f(x)=5f(x—h)+ 4h{(x—2h)—f(x—3h)
_S5f(x)—18f(x—h)+24 f(x—2h)—14 f(x=3h)+ 3 f (x—4h)
_3/(x)=14f (x—h)+ 26f(xig3h)—24f(x—3h)+ 11 f(x—4h)-2 f(x—5h)
o

f(x)
£ (x)

(9.10)
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Como se dijo, cuanto mayor es el orden de la férmula méds exacto es el re-
sultado obtenido, no obstante, las férmulas de mayor orden implican también
un mayor numero de operaciones, lo que a su vez repercute en un mayor error
en los resultados (debido a los errores de redondeo). Por esta razdén (a me-
nos que se trabaje con numeros de alta precisidén) es recomendable trabajar
con férmulas de primer o segundo orden.

Igualmente, en teoria, cuanto mds pequefio sea el valor de “h” més exacto

serd el resultado (porque més se acerca Ax al limite 0), una vez mas esto
no es cierto en la préactica debido a los errores de redondeo (para valores
muy pequefios de “h” el error de redondeo puede ser muy grande). Por ello el

valor de “h” suele estar comprendido entre 1072 y 107°%, siendo més grande
cuanto mayor es el orden de la derivada.

Una vez que se tienen las férmulas de diferenciacién numérica, simplemen-
te se las programa para calcular la derivada requerida.

Por ejemplo, a continuacidén se presentan las funciones para calculara las
las derivadas primera a cuarta, empleando las férmulas de diferencia cen-
tral (funciones que han sido afiadidas a la libreria “hpvlib.js”):

function dfl(f,x){

var h=x*le-&;
return (£(=x+h)-L£(=x-h))/(2*Q)
¥

function df2 (f,=x){

var h=x%*le-5;

return (f£(x+h)-2*E(=)+E£(=x-h) )/ (h*h) :
¥
functicon df3(£,=){

var h=x*le-4;

return (f(x42%n) -2&f (x4+h)+2*E(x-h) - (x-2%n) ) [ (Z*h*h¥h) :
}
function df4(f,=){

var h=x+%*le-3;

return (f(x+2%h)-4*%f(x+h)+6%f(x)-24%f(x-h)+E£(=x-2*h)) [/ (h*h¥*h*h) ;
¥

Donde los valores de “h” se han elegido por prueba y error, pero no cons-
tituyen una regla y en consecuencia pueden ser modificados en caso de com-
probar que otros valores resultan més adecuados.

Por ejemplo para calcular las derivadas primera a tercera de la siguiente
funcidén, para “x=7.2":

f(x)=x’+2x"+3x+4=0 (9.11)
Se programa la funcién:

f=function(x) {return x¥*x*x+2*xvxt+ITxtd; ]}
function () {return =x¥x*x+2*x*x+I xt+d; ]

Y luego se emplean “dfl”, “df2” y “df3” para calculara las derivadas en
“x=T7.2":
dfl1{f,7.2)

187.31000000330483
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dfZ (£, 7.2)
47.1090897232566836

df3(£,7.2)
5.99096208580308511

Que en todos los casos son valores prdéximos a los correctos (187.32, 47.2
y 6). Si se redondean los resultados al tercer digito, se obtienen los re-
sultados exactos:

round (df1 (£, 7.2}, 3)
187.32

round (df2 (£, 7.2}, 3)
47.2

round (d£3(£,7.2),3)
&

Y se procede de la misma forma para cualquier funcidn, por ejemplo, para
calcular las derivadas primera a cuarta de la siguiente funcidén en “x=3.5"
(redondeando los resultados a 2 digitos después del punto):

f(x)=x6+ 2xX°+ 3 x4 4+ 57+ 6x+ 7 (9.12)
Se escribe:

f2=function(x) {return
oAb b A A el G IRl A Al Al Al e g Rl Al Al b et R b b kb b Gl i G I
function (=)} {return
MY H Y Yt Y Y Y Y 3 Y Y Y e Y Y e DY Y e v T ]
round (dfl {£2,3.3),1)
5354.4
round (dfZ (£2,3.53),1)
6751.8
round (df3 {£2,3.5),1)
6891
round (df4 (£2,3.3) , 1)
2322

Que asi redondeados corresponden a los resultados exactos.
9.2. INTEGRACION POR EL METODO DEL TRAPECIO

Como se sabe, la integral de una funcidn es el area bajo la curva, es de-
cir:

>
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El valor numérico se obtiene justamente calculando esta &area:

b
ff(x)~dx=14rea bajola curva (9.13)

Con ese fin, la mayoria de los métodos dividen el &rea bajo la curva en
una serie de segmentos:

Y P

A N

/// N

ficbias)..

a b X

Entonces la integral (el area bajo la curva) se calcula sumando las areas
de cada uno de estos segmentos, es decir:

ff(x)'dx=ia,» (9.14)

i=1

Los métodos difieren unos de otros en la forma en que calculan estos seg-
mentos, asi en el caso del método del trapecio se asume que los segmentos
tienen la forma de un trapecio, o lo gque es lo mismo, se asume que los seg-
mentos estadn unidos entre si por lineas rectas.

Como se puede observar en la siguiente figura, el asumir que los segmen-
tos estdn unidos por una linea recta da lugar a un error en el célculo,
error gue es mas grande mientras méds grande es el segmento y menos se ajus-
ta la curva a una linea recta:

v | emar por defedto
— — EITar por excesn

1

Por eso, a menos que los puntos estén muy juntos, este método es uno de
los menos exactos.

El &rea para cualquier segmento “i” se calcula con la ecuacidén del trape-
cio:
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X, . —Xx. )\y. .+
ai:( i+ 1 t)(yHl yz) ((9.15)
2
Si se denomina h; al ancho del segmento:
h=x.,,—x (9.16)
La ecuacidén (9.15) queda en la forma:
h, .
ai_z(yi+yi+l) (9.17)

Si la integral se calcula a partir de datos tabulados, el cédlculo debe
ser llevado a cabo con las ecuaciones (9.17), (9.16) y (9.14). Sin embargo,
si la integral se calcula a partir de una expresidédn analitica, los célculos

pueden ser simplificados si todos los segmentos se toman del mismo ancho,

es decir h; = h, = .. = h,, entonces la integral, la sumatoria de los segmen-

tos, toma la forma:

2

i=1

| r(x)ax=Y 2yt yo)e g(y# Yy)t o+ g (Yu* Vusr)

b n
ff(ﬂ'dx:%z [+ 2y 4 2y 42y, 4y,

b n
ff(x)dx:%- Vi 22 0 Vo (9.18)
a i=2

Que es la ecuacidn conocida como la férmula del Trapecio.

Para comprender mejor como se aplica esta ecuacidén se calculard manual-

mente la siguiente integral, dividiendo el &rea bajo la curva en 20 segmen-

tos (n=20):

&
[

3P+ 2x%+ 3x+ 4)dx (9.19)
1.

8]

Primero se programa la funciédn:
f=function (x) {return xX*x*x+2*x*x+3*x+4; }

function (x){return x*x*x+2*x*x+3*x+4;}

Se inicializan variables y se calcula el valor del incremento:
a=1.2;b=4.5;n=20;h=(b-a)/n

0.16499999999999998

Con el incremento se calculan los valores de “x;” desde “x»” hasta
empleando la funcidén “range”, que recibe como datos el limite inferior, el
incremento y el limite superior (si no se especifica el incremento su valor

por defecto es 1):

AN r”

Xn

x=range (ath,h,b-h)
[1.365, 1.53, 1.695, 1.86, 2.025, 2.19, 2.355, 2.52, 2.685, 2.85, 3.015,
3.18, 3.345, 3.5100000000000002, 3.6750000000000003, 3.8400000000000003,

4.005, 4.17, 4.335]
Para estos valores se calculan los correspondientes de “y:i”:

y=map (f, x)
[14.364752124999999, 16.853377000000002, 19.700827375000003, 22.934056,

26.580015624999998, 30.665658999999998, 35.217938875, 40.263808000000004,
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45.830219125, 51.944125, 58.632478375000005, 65.92223200000001,
73.840338625, 82.41375100000002, 91.66942187500001, 101.63430400000003,
112.335350125, 123.799513, 136.05374537499998]

Finalmente, con la ecuacién (9.18), se calcula el valor de la integral,
llevando a cabo la sumatoria con la funcidédn “sum”, que calcula la sumatoria
de los elementos del vector o matriz que se le manda:

r=h/2* (f (a)+2*sum(y)+f (b))
203.1681980625

El resultado més exacto, calculado programando la integral analitica es:

fi=function (x) {return 0.25*xX*xX*x*x+2*x*x*x/3+1.5*x*x+4*x;};
fi(4.5)-fi(1.2)
203.010225

Como se puede ver, el resultado obtenido con el método del Trapecio es
solo aproximado. Si se quiere mejorar la exactitud del resultado se debe
incrementar el numero de divisiones “n” (o lo que es lo mismo, disminuir el
valor del incremento “h”).

9.2.1. Algoritmo y cédigo
Como los puntos intermedios xi, yi s6lo se utilizan una vez en los céalcu-

los, no es necesario almacenarlos, ese hecho se toma en cuenta en el si-
guiente algoritmo para lograr un ahorro tanto en memoria como tiempo:

----- {trapecio: Método del Trapecio.ﬁ

Funcion a integrar.

Limite inferior.

Limite superior.

N° de segmentos (v.p.d. 100)

h=(b-a)/n; s=0; x=a

oo™

desde i=2 hasta n

(" devolver h*(f(a)+2*s+f(b))/2>

El cbédigo respectivo, afiadido a la libreria “hpvlib.]js”, es:

function trapecio(f,a,b,n) {
if (n==null) n=100;
var h=(b-a)/n, s=0, x=a;
for (i=2;i<=n;i++)
{x+=h; s+=f(x);}
return h* (f (a)+2*s+f (b)) /2;
}

Haciendo correr el programa con los datos del ejemplo manual, con 20 di-
visiones, se obtiene el mismo resultado que dicho ejemplo (si la funcidn
“f” atn estd en memoria, no es necesario volver a programarla):

trapecio(f,1.2,4.5,20)
203.1681980625

Con 200 segmentos, en lugar de 20, se obtiene un resultado mas exacto:
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trapecio(f,1.2,4.5,200)
203.01180473062652

9.3. INTEGRACION POR EL METODO DE SIMPSON

En el método de Simpson, a diferencia del método del Trapecio, se asume
que los segmentos estdn unidos por una ecuacidn cuadréatica:

Funcion a integrar

¥z ¥
¥ b ‘ﬁ-"\\
ecudcion
cuadratica:
ax+bx+c
1 2

k kT

k.1l X X3 *

Como se trata de una ecuacidén cuadrdtica se requieren 3 puntos (2 segmen-
tos) para resolver la ecuacidédn (hallar los valores de los coeficientes).
Por lo tanto, en el método de Simpson se requiere siempre un nUmero par de
segmentos.

Areaa,osSegmemm=)j2 (a X'+ bx+ c)-dx:%(xg—x?)+ % (xi—xf)+ c-(xS—xl) (9.20)

Xy

Los coeficientes pueden ser calculados tomando dos segmentos cualesquie-

A\ A\y74

ra. Si los puntos del segmento son “i”, “j” y “k”, el sistema de ecuaciones
que se forma es:

— 2

y;=a+bx+cx;

_ 2
y,=a+bx+cx; (9.21)

2

yvi=a+ bx+ cx;

Si el ancho de los segmentos es constante e igual a “h”, la solucién del
sistema de ecuaciones puede ser expresado en la siguiente forma:

_yi_yj+ Vi
2K
b_yk_yi (9.22)
~ 2h
c=y;
Reemplazando estas expresiones en la ecuacidén (9.20), se obtiene:
_h
Aread{)ssegmentos_g yi+ 4)’,"‘ yk (9 .23)

ANy 4 ANy 4

Entonces la sumatoria de “n” segmentos (siendo “n” un numero par) es:
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b

ff(x)-dx:

a

w |

3+ 40, )+ g(y# 4y+ p)+ g(y# 4 Yot yo |+t g(yn_# 49,4+ V0,

b
I f(x)-dx=§(y1+ 4yt yot ot oot 2,0 2 vk pet yb oty 0

a

b n n—1
ff(X)-dx=§ YiHA D A2 D YA, (9.24)

i=2,4,6 i=3,5
Esta ecuacidén es conocida como la férmula de Simpson.

Para comprender mejor como se aplica esta ecuacién se calculard la inte-
gral (9.19), siendo el nUmero de segmentos 20 (n=20).

Primero (como de costumbre) se programa la ecuacidn:
f=function (x) {return x*x*x+2*x*x+3*x+4;};

Se inician las variables y se calcula el incremento “h”:
a=1.2; b=4.5; n=20; h=(b-a)/n;

Luego se calculan los valores de “x”, para los incrementos impares, y los
correspondientes valores de “y”:

x=range (a+2*h,2*h,b-2%*h)
[1.5299999999999998, 1.8599999999999999, 2.19, 2.52, 2.85, 3.18,
3.5100000000000002, 3.8400000000000003, 4.17]

yi=map (£, x)
[16.853377, 22.934055999999998, 30.665658999999998, 40.263808000000004,
51.944125, 65.92223200000001, 82.41375100000002, 101.63430400000003,
123.799513]

Se hace lo mismo para los incrementos pares:

x=range (a+h, 2*h, b-h)
[1.365, 1.6949999999999998, 2.025, 2.355, 2.685, 3.015, 3.345,
3.6750000000000003, 4.005, 4.335]

yp=map (£, x)
[14.364752124999999, 19.700827374999996, 26.580015624999998, 35.217938875,
45.830219125, 58.632478375000005, 73.840338625, 91.66942187500001,
112.335350125, 136.05374537499998]

Finalmente, con los valores de “y” para los puntos pares e impares, se
calcula la integral con la ecuacién (9.23):

r=h/3* (f (a) +4*sum (yp) +2*sum (yi) +f (b))
203.010225

Que es el resultado exacto.

El método de Simpson devuelve resultados més exactos que el método del
trapecio porque, casi siempre, una ecuacidn cuadrdtica se ajusta mejor a
los puntos de la funcidén que una ecuacidédn lineal.

9.3.1.1. Algoritmo y cédigo

El algoritmo que automatiza el proceso de calculo se presenta en la si-
guiente pagina. En el mismo, al igual que en el método del trapecio, no se
guardan los puntos intermedios xi, yi, pues se utilizan en los calculos una
sola vez (cuando se calculan).
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Funcién a integrar.

Limite inferior.

Limite superior.

N° de segmentos (v.p.d. 40).

1
¥
oo

C h=(b-a)/n; sp=0; si=0; x=a )
N

5 desde i=2 hasta n >7
X = x+h

ji&1 ) [i es par]

5p=5p212)

\T/

5
@evoh/er h*(f(a)+4*sp+2"si +f(b))/3>

°

El cdédigo respectivo, afiadido a la libreria “hpvlib.js”, es:

function simpson(f,a,b,n) {
if (n==null) n=40;
if (n%2) n++;
var h=(b-a)/n, sp=0, si=0, x=a, d=true;
for (i=2;i<=n;i++) {
x+=h;
if (d)
spt=f (x);
else
si+=f (x);
d=!d;
}
return h* (f(a)+4*sp+2*si+f (b)) /3;
}

Haciendo correr el programa con los datos del ejemplo manual se obtiene,
como era de esperar, el mismo resultado que en dicho ejemplo:

f=function (x) {return xX*x*x+2*x*x+3*x+4;};
simpson(f,1.2,4.5,20)
203.010225

Con este método, inclusive con 10 divisiones se obtiene el resultado
exacto:

simpson(f,1.2,4.5,10)
203.010225

9.3.2. Método de Romberg

El método de Romberg es basicamente la regla del trapecio a la que se
aplica el método de extrapolacidén de Richardson.

En este método se aplica la regla del trapecio para calcular inicialmente
dos &reas: una tomando toda el &rea como un solo segmento (Ig,:) vy la segunda
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dividiendo el &4rea en dos segmentos (Ip,2). Entonces con la férmula de Ri-
chardson se obtiene un resultado extrapolado a partir de estos dos valores.

La férmula de extrapolacidén de Richardson es:
n
_ 4 'Infl,k+ l_lnfl,k
n,k_ 4}1_1

Donde “n” es el nivel de extrapolacidén, “k” es el k-ésimo valor dentro
del nivel al que pertenece (“n” o “n-1"”), asi Ini,x+1 es el valor de la inte-
gral en el nivel de extrapolacidén “n-1"” y en la posicidén “k+1”, I,1,x, es el
valor de la integral en el nivel de extrapolacidén “n-1” y en la posicidn
“k7.

(9.25)

Aplicando esta ecuacidén a los valores calculados con el método del trape-
cio (que como no son extrapolados pertenecen al nivel 0), se tiene:

[ o= 41'10,2_10,1
L1 41

Si el wvalor extrapolado (I;,;1) es aproximadamente igual al uUltimo valor
del nivel anterior (Iy,2), el proceso concluye, siendo el valor de la inte-
gral el valor extrapolado (I;,;). Caso contrario se vuelve a aplicar la regla
del trapecio para calcular un nuevo valor de la integral (Iyp,3), pero em-
pleando esta vez un numero de segmentos igual al doble del céalculo anterior
(Io,2) y como en el Ultimo calculo se emplearon 2 segmentos, en este nuevo
cdlculo se emplean 4.

Con el nuevo valor de la integral y el pentltimo valor de este nivel
(Ip,2) se realiza otra extrapolacidn:

1
_4 '10,3—10,2
[Lz_ 1
4 —1
Ahora se cuenta con dos valores en el nivel de extrapolacidén 1 (I;,; e
I:1,2), por lo que es posible realizar una extrapolacidén de segundo nivel:

_42'11,2*]1,1
lyy=———
’ 4°—1

Se comprueba entonces si este valor es aproximadamente igual al Ultimo
valor del nivel anterior (I;,2) y de ser asi el proceso concluye, siendo el
valor de la integral el ultimo valor extrapolado (I2,;). Caso contrario se
vuelve a calcular un nuevo valor de la integral con la regla del Trapecio
(Io,4), pero empleando ahora un numero de segmentos igual al doble del calcu-

lo anterior y como en el calculo anterior se emplearon 4 segmentos, ahora
se emplean 8.

Con el nuevo valor de la integral y el pentltimo valor de este nivel
(Io,3) se realiza una nueva extrapolacidn:

:41'10,4*]0,3
4'—1

Ahora en el nivel 1 se tienen tres valores. Con los dos ultimos de este
nivel (I;,»> e I:,3) se realiza una segunda extrapolacién:

_ 42'11,3—]1,2
SRS

1,3
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Con lo que se tienen dos valores en el nivel 2 (I,,; e I.,2). Entonces se
puede realizar una tercera extrapolacidén al tercer nivel:

:43'12,2_12,1
4°—1

Ahora se compara este valor con el Ultimo del nivel anterior (Iz,2) y si
son aproximadamente iguales el proceso concluye, siendo el resultado el Ul-
timo valor extrapolado, caso contrario se vuelve a repetir el proceso antes
descrito, calculando un nuevo valor de la integral con un nimero de segmen-
tos igual al doble del calculo anterior y realizando luego las extrapola-
ciones respectivas.

3,1

Como se deduce del proceso descrito, en el método sbélo se requieren los
dos ultimos valores de cualquiera de los niveles de extrapolacidn, porque
los valores anteriores, una vez empleados, ya no vuelven a ser empleados.
En consecuencia sélo es necesario guardar los dos uUltimos valores de todos
los niveles de extrapolacidén, ademds, dado que en cada iteracidn siempre se
emplea un numero de segmentos igual al doble del anterior, es posible apro-
vechar los valores calculados en iteraciones previas para calcular el nuevo
valor de la integral.

Si los valores de cada nivel de extrapolacidén se guardan en los vectores
r” yv “s”, la férmula de Richardson puede ser reescrita como:

AN

4tsf_ri .
S 1= li=1>n (9.26)
4 -1
Y si en la regla del trapecio se aprovechan los valores calculados en la
iteracidén previa, la fédrmula del trapecio puede ser reescrita como:

r1+h-; flx+(i=1)-h) (9.27)
2

Donde “ri1” es la integral calculada en la iteracidén anterior, “m” es el
numero de segmentos y “h” es el ancho del segmento (el cual se reduce a la
mitad en cada iteracidén). Para aplicar esta ecuacidn, la variable “x” debe
ser inicializada en “a+h/2”.

8§, =

”

En la primera iteracidén existe un sdbdélo segmento, por lo tanto “h” es
igual a “b-a” (siendo “a” y “b” los limites inferior y superior de la inte-

gral). En esta iteracidén, el valor de la integral es:
h
r1:§~(f(a)+ £(b)) (9.28)

Para comprender mejor como se aplica el método, se calculard manualmente
la integral (9.19) aplicando el mismo.

Primero se programa la funcién y se inician variables:

f=function (x) {return x*x*x+2*x*x+3*x+4;}; a=1.2, b=4.5; n=1; m=1; h=(b-
a); r=new Array(); s=new Array();

Se calcula el primer valor de la integral con la ecuacidén (9.28):

r[0]=h/2* (f(a)+f (b))
266.19944999999996

Y se calcula el segundo valor de la integral con la ecuacidén (9.27):
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x=a+h/2; s0=0; for(i=1;i<=m;i++) sO0+=f(x+(i-1)*h); s[0]=(r[0]+h*s0)/2
218.80753124999995

Con estos valores se extrapola aplicando la ecuacidn (9.26):

for (1=0;i<n;i++) s[i+l]=(pow(4,i+1)*s[i]-r[i])/ (pow (4,i+1)-1); s
[218.80753124999995, 203.01022499999996]

Como estos valores no son iguales se repite el proceso, actualizando los
valores de “n”, “m” y “h”:

n++; m*=2; h/=2; r=s.slice(); x=a+h/2; s0=0; for(i=1l;i<=m;i++) sO0+=f (x+
(i-1)*h); s[0]=(r[0]+h*s0)/2
206.95955156249994

for (1=0;i<n;i++) s[i+1]1=(pow(4,i+1)*s[i]-r[i])/ (pow (4,i+1)-1); s
[206.95955156249994, 203.0102249999999, 203.0102249999999]

Y como lo dos ultimos valores son iguales, el proceso concluye siendo el
ultimo valor extrapolado la solucidén, es decir 203.0102249999999 (que es la
solucidén exacta, excepto por un pequeiio error de redondeo).

9.3.2.1. Algoritmo y cdédigo

El algoritmo que automatiza el proceso de calculo es el siguiente:

~ f:  Funcién a integrar.

recibir f, a, b, err
~la: Limite inferior.

—1- p=1- h= b: Limite superior.
=1; n=1; h=(b- "
<n1 n$ ( @:) err. Error permitido (v.p.d. 1e-12)

( n=h(f@)#(b)y2 )
L

( x =a+hi2; su=0 )
L

( desde i=1 hasta m
L
su= su+f(x+(i-1)*h)>
( so=(ro+h*su)2 )

L
‘ fdesde i=0 hasta n-1

N
G S ORI

{n=n+1; m=2*m; h=h/2; r=s

[(Isn-1/sn-1|<err) o n=20]

devolver s,

Como se puede ver, en este algoritmo se emplea un limite de iteraciones
fijo igual a 20, esto porgue casi nunca es necesario realizar més de 10 ex-
trapolaciones, por lo que 20 es un limite seguro.

El cdédigo respectivo, afiadido a la libreria “hpvlib.js”, es:
function romberg(f,a,b,err) {
if (err==null) err=le-12;

var i,3j,x,m=1,n=1,h=(b-a)/n,r=new Array (20),s=new Array (20),vt, su;
r[0]=h*(f(a)+f(b))/2;
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while (true) {

x=a+h/2;

su=0;

for (i=1;i<=m;i++)
su+=f (x+(1-1) *h) ;

s[0]1=(r[0]+h*su)/2;

vt=4;

for (i=0;i<n;i++){
s[i+1l]=(vt*s[i]-r[i])/ (vt-1);
vt*=4;

}

if (abs(s[n-1]1/s[n]l-1)<err || n==20) return s[n];

n++; m*=2; h/=2; for (i=0;i<n;i++) r[il=s[i];

}

Haciendo correr el programa con los datos del ejemplo manual y con el
error por defecto (le-12), se obtienen los mismos resultados que en dicho
ejemplo:

f=function (x) {return x*x*x+2*x*x+3*x+4;};
romberg(f,1.2,4.5)
203.0102249999999

9.4. EJERCICIOS

Como en los anteriores temas para presentar los ejercicios que resuelva
en la calculadora, copie las instrucciones en un editor de texto y luego,
al momento de presentar el trabajo, vuelva a copiarlos y ejecutarlos en la
calculadora. Alternativamente, puede guardar el ejercicio resuelto como una
padgina HTML, haciendo clic derecho en pagina y eligiendo la opcidén “guardar
como” (o su equivalente) y guardando la pagina como padgina web completa (o
fichero uUnico) asignédndole un nombre adecuado como ejerciciol.html.

1. Calcule las derivadas primera, segunda, tercera y cuarta de las siguien-
tes ecuaciones, en x=0.75.

7 (x)= sin(xz)-;f(;os(x)

3x*'+5x =3

17
x '+ 3x+ 1

flx)=

5x+8x°—9x'"?

flx)=in| =07

2. Calcule el valor de las siguientes integrales empleando: a) El1 método
del Trapecio con 300 segmentos; b) El método de Simpson con 50 segmentos
y ¢) El método de Romberg con un error igual a le-14:

3.2
(x6+ 2xX°+3x + 4+ 57+ 6 x+ 7)-dx
1

1.
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3x+5

0.1

7.2 23 13
x7T+4x7-3

1.6 12
x +3x7+1

23

1.4 14
Xt -dx
0.6 x + Tx

]7($n (2%x) +2cos())1h
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10. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Con frecuencia en la solucidén de problemas en el campo de la ingenieria
es necesario resolver una o mas ecuaciones diferenciales, tanto ordinarias
como entre derivadas parciales.

En este tema se estudian algunos de los métodos que nos permiten resolver
ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Una ecuacidén diferencial ordinaria de enésimo grado puede ser representa-
da en la siguiente forma:

Vi=f ey, y Ly Ly Y (10.1)

ANG iy 4

Donde "x” es la variable independiente, "“y” la variable dependiente, “y
“y''” etc., son las derivadas primera: y'=dy/dx; segunda: y''=d’y/dx?, etc.

Las ecuaciones diferenciales surgen al momento de modelar matemdticamente
la solucidébn de problemas en el campo de la ingenieria y deben ser resueltas
porque es necesario calcular valores de la variable dependiente "y" para

valores conocidos de la variable independiente "x

Este cédlculo no es directo porque se desconoce la forma que tiene la fun-
cién y = f(x). Esa es justamente la funcidén que se busca cuando se resuelve
la ecuacidén diferencial mediante los métodos analiticos (los mismos que han
sido estudiados en céalculo III).

No obstante, la mayoria de las ecuaciones diferenciales que surgen en la
solucién de problemas practicos son demasiado complejas como para ser re-
sueltas analiticamente. Esto sumado a lo moroso del proceso analitico hace
que dichas ecuaciones se resuelvan casi exclusivamente mediante métodos nu-
méricos implementados en dispositivos programables.

El encontrar la forma que tiene la funcidén en una ecuacién diferencial es
complejo, porque una misma funcidén puede dar lugar a un infinito numero de
ecuaciones diferenciales. Para ilustrar este hecho, se puede tomar por
ejemplo la siguiente funcidn:

y=f(x)=3x3+2x%+5x (10.2)
Las derivadas primera, segunda y tercera de esta funcidbébn son:
Y'=9x2+4x+5 (10.3)
y''=18x+4 (10-4)
y''"'=18 (10.5)

Con estas derivadas y la funcién original se pueden generar, por ejemplo,
las siguientes ecuaciones diferenciales:
2xy'+3y" ' =2x(9x2+4x)+3 (18x+4)=18 x> +10x +54 x +12
2xy'+3y''—18x°—64x—12=0
3y '—2y""=3y(18)—2(18x+4)=54y—36x—8
3yy"''=2y""=54y+36 x+8=0

La solucidén de cualquiera de estas dos ecuaciones diferenciales es la
ecuacién (10.2). De manera similar podemos generar un numero infinito de
ecuaciones diferenciales y la solucién de todas ellas seguiria siendo la
ecuacidén (10.2).
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En un caso real no se cuenta con la funcidén que da lugar a las ecuaciones
diferenciales, sino solamente las ecuaciones diferenciales. Como ya se dijo
es esa funcidén la que se busca al resolver el sistema con los métodos ana-
liticos. Con los métodos numéricos, por el contrario, no se busca la fun-
cidén, sino la manera de predecir con el menor error posible valores de “y”
para valores conocidos de “x”.

10.1. PROBLEMAS DEL VALOR INICIAL Y PROBLEMAS DEL VALOR LIMITE
En general al resolver ecuaciones diferenciales ordinarias se presentan

dos tipos de problemas:

Problemas del valor inicial: cuando se conoce el valor de la variable de-
pendiente y de todas sus derivadas, para un valor conocido de la variable
independiente.

Problemas del valor limite: Cuando algunos valores de la variable depen-
diente y de sus derivadas se conocen para un valor de la variable indepen-
diente y otros para otro.

Los métodos que se estudian en este tema permiten resolver problemas del
valor inicial. Estos métodos combinados con otros métodos iterativos (como
el de Newton - Raphson) permiten resolver también los problemas del wvalor
limite.

De los muchos métodos disponibles para resolver los problemas del valor
inicial se estudiarén los métodos de Fuler y Runge-Kutta. El primero por-
que, al ser sencillo, permite comprender el procedimiento que se sigue al
resolver numéricamente ecuaciones diferenciales y el segundo porque al pro-
porcionara resultados precisos, es uno de los métodos mas utilizados en la
practica por devolver resultados confiables.

10.2. METODO DE EULER

El método de Euler, como todos los métodos numéricos sbélo permite resol-
ver ecuaciones diferenciales de primer orden pues, como se demostrard méas
adelante, una ecuacidén diferencial de enésimo orden puede ser transformada
en un sistema de "“n” ecuaciones diferenciales de primer orden.

Por esta razdén se estudia en primer lugar la solucidédn de ecuaciones dife-
renciales de primer orden.

10.2.1. Ecuaciones diferenciales de primer orden

Consideremos la siguiente ecuacidn diferencial de primer orden:

y'=flx.y) (10.8)

Para los problemas del valor inicial, se conoce el valor de la variable
dependiente (y,) para un valor inicial de la variable independiente (xo).

El problema radica en calcular el valor de la variable dependiente (y.)
para un valor conocido de la variable independiente (x,).

Si se conociera la forma que tiene la curva y’ versus f(x,y) el valor de
la variable dependiente podria ser calculado integrando la funcidn entre xo
Y Xn, es decir calculando el &rea bajo la curva entre esos limites, pues

A\

como se sabe, la integral de “y'” es “y”, es decir:

Y Xy
[ y=y,—vo=] fx,)dx

Yo 0
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xn
yn=y0+ff(x,y)dx (10.9)

X0

Como en la préactica no se conoce la forma de la curva, lo gque hacen los
diferentes métodos numéricos es predecir la forma de la curva y emplear la
curva resultante para calcular el &rea bajo la curva (la integral).

La manera en que se predice la curva es lo que diferencia a un método de
otro.

En el método de Euler se divide el &rea comprendida entre x, y X, en un
numero de segmentos igualmente espaciados y se asume que el area de cada
uno de esos segmentos es un rectangulo:

i

y A
_V\() V,1 V”)
/y=f(X9Y)
A Ax| Az A4

N

X, X1 X2 X3 Xn 4

X

Como el ancho de los segmentos es conocido:
X —xo
h= n (10.10)
n

El &rea del primer segmento (A;) se calcula multiplicando la altura del
rectangulo (y'y) por su ancho (h). La altura (y'p) se calcula sustituyendo
los valores iniciales (xy, Vo) en la ecuacidén (10.8):

ylozif(xofyo) (10.11)

Entonces el valor de la variable dependiente en el segundo punto (y;), se
calcula con:

Y1
fy,:yl_yONAlzy,Oh
Yo
y1:y0+y'0h (10.12)
El valor de la variable independiente en este punto (x;) es x;=x,+h. Ahora
con este nuevo punto y la ecuacién ((10.8), se calcula el valor de y'i:
y' =f(x.») (10.13)

Entonces se puede calcular el area del segundo segmento (A;) y con este el
valor de y.:

Y2

fy’zyz—ylaproxAzzy'lh
Y1

y2=y1+y’1h (10.14)
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Donde el valor de x, se calcula con:

X, =x,+h
Con este nuevo punto se puede calcular A; y con A3 el wvalor y; prosi-
guiendo de esta manera hasta llegar a A4,, segmento en el cual se obtiene el

valor de yn.

Por lo tanto, las ecuaciones para calcular los n puntos, hasta llegar al
segmento Ap y en consecuencia al valor de yn, son:
a=yv.+y" h=y +f(x.,y.)h .

Y= VY =) /1 J y]) j=0>n-1

xj+1:xj+h

(10.15)

Que son las ecuaciones del método de Euler.

Sin embargo, en lugar de aplicar repetidamente las ecuaciones (10.15)
para calcular valores de “y” para cada nuevo valor de “x”, es méas eficiente
dar un limite adecuado a “x” (el valor de xn) de manera que el mismo no sea
superado en la préactica. Entonces, empleando alguno de los métodos estudia-
dos en el tema de interpolacidn, generar, con los puntos intermedios (xi, Vi)
calculados en la aplicacidén del método de Euler, una funcidén de interpola-
cidén. Dicha funcidén constituye la solucidédn numérica de la ecuacidén diferen-
cial: el equivalente a la funcidén analitica (“f(x)”) que se busca cuando se
resuelve la ecuacidén diferencial de forma analitica.

El método Euler no devuelve resultados confiables, porque se asumen Aareas
rectangulares para los segmentos en los que se divide el &rea bajo la curva
y con ello se introduce un error apreciable en los célculos. Por esta ra-
z6n, el método de Euler no se emplea la solucidén de problemas reales, sin
embargo, la légica que se sigue en este método es esencialmente la misma
que en otros métodos mas elaborados.

Si en lugar de asumir A&reas rectangulares para los segmentos se asumen
dreas trapezoidales, la exactitud del método de Euler mejora considerable-
mente (con esta modificacidédn, las ecuaciones resultantes se conocen con el
nombre del método de Euler modificado) .

10.2.1.1. Ejemplo manual

Para comprender mejor el método de Euler, se resolverd la siguiente ecua-
cidén diferencial, encontrando el valor de “y” para “x=6":

3y’+4xy—8x3+4x=0 {y=4 para x=2

Primero se despeja la derivada primera para que se encuentre en forma de
la ecuacidén (10.8):

, 8x°—4xy—4
y=f ()R

Entonces se programa esta funcidn:

fxy=function(x,y) {return (8*x*x*x-4*x*y-4*x)/3;};

Para este ejemplo se tomard un numero de segmentos igual a 10 (n=10), el
valor inicial de “x” (x0) es 2, siendo su valor final (xn) 6. Se sabe que
para el valor inicial de “x” (x0=2), el valor de y (yo) es 4. Se guardan es-
tos datos en variables y se calcula el ancho (“h”) de cada segmento:

n=10; x0=2; xn=6; y0=4; h=(xn-x0)/n;

Si el tnico valor de interés es el pedido (el valor de “y” para “x=2"), no
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es necesario guardar ningtin punto intermedio, pero deben ser guardados si se
quiere calcular uno més valores intermedios. En este ejemplo (aunque no es
realmente necesario) se guardaran dichos valores en los vectores “vx” y “wvy”,
siendo sus primeros elementos los valores iniciales conocidos:

vx=[x0]; vy=[yO0];

A\ y74 ”

Los n puntos, de los “n segmentos, se calculan con las ecuaciones
(10.15), empleando un ciclo “for” que vaya desde 0 hasta n-1:

for (3=0;j<n;j++){vyl[J+l]l=vy[jl+Exy(vx[]j],vy[]])*h; vx[j+1l]l=vx[]j]l+h;};

El valor buscado es el correspondiente al ultimo valor calculado, es decir

A\Y ”o.

el Gltimo elemento guardado en el vector “wy

vy [n]
67.91863273250716

AN A7

Si se quieren calcular otros valores de “y”, para valores de “x” comprendi-
dos entre 2 y 6 (los limites empleados en el anterior calculo) es més efi-
ciente emplear un método de interpolacidédn con los valores guardados en los
vectores “wx” y “vy

”o.

VX
[2, 2.4, 2.8, 3.1999999999999997, 3.5999999999999996, 3.9999999999999996,
4.3999999999999995, 4.8, 5.2, 5.6000000000000005, 6.000000000000001]

vy
[4, 7.2, 11.4496, 16.273663999999993, 21.745810773333332,
27.840254088533325, 34.58104536632888, 41.94712557334376,
49.96728410558373, 58.59988285276487, 67.91863273250716]

Por ejemplo, empleando el método de Newton, con estos datos se puede gene-
rar la funcidén de interpolacidn respectiva:

fi=geninnew (vx,vy) ;

Esta funcién constituye la solucidédn numérica de la ecuacidn diferencial (el
equivalente a la solucidén analitica) y con la misma se pueden calcular valo-
res de la variable dependiente “y” siempre y cuando los valores de la varia-
ble dependiente “x” estén comprendidos entre los limites empleados en el mé-
todo de Euler (en este caso entre 2 y 6).

Asi por ejemplo, se puede emplear esta funcidén, para dibujar la curva de
solucién de la ecuacidén diferencial:

50 ~

30 4

20 ~
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Asi como calcular valores puntuales, por ejemplo calcular valores de “y”

A\y7s

para valores de “x” iguales a 2.3, 3.7, 4.6 y 5.7:

map (f1,[2.3,3.7,4.6,5.7]1)
[6.209878565272479, 23.210004938771107, 38.18679323571563,
60.82012700753234]

10.2.1.2. Algoritmo y cédigo

El algoritmo del método de Euler, que devuelve la funcidén de interpola-
cién correspondiente a la solucidn, es:

_____________ eulerp. Método de Euler para ecuacione
3 diferenciales de primer orden.

(recibir f, X0, xn, y0, n, np, mD\ . Funcién de la derivada primera (y'=f(x,y)). ‘
. [x0: Valor inicial de x.
@:0; V% =x0; vy, =yO0; h=(xn-x0)/n> *\ xn: Valor final de x.
N vwO0: Valor inicial de y.
=0 v=u() =1 r=()- fl= n:  N°de segmentos (v.p.d. 100)
(X X0: y=y0; c=1; r=0; fi=falso ) np: Numero de puntos de interpolacion (v.p.d. 20)
[np>np] mi: Método de interpolacion (v.p.d. «segmentaria)

@=cociente(n,np); Fresiduo(n,np)
e |
%(desde j=0 hasta n-1 D

( y=yHfxy)yh )

[residuo(j/c)=0]

[fl=verdad]

<k=k+1; VX=X, vyk=y> @=k+1; VX=X, VY r=r-1>

(T

(-1,c)<>0]

(devolver genin"mi"(vx,vy)x

°

Como se puede ver, por defecto, la funcidén de interpolacidn se genera em-
pleando sélo 20 de los “n” puntos calculados en el proceso (21 en total
pues siempre se incluyen los valores iniciales conocidos). Esto porque un
numero excesivo de puntos provoca errores de redondeo en las funciones de
interpolacidén (sobre todo en los métodos polinomiales).

El cédigo respectivo, afiadido a la libreria “hpvlib.js” es:

function eulerp(f,x0,xn,y0,n,np,mi) {
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if (n==null) n=100;
if (np==null) np=20;
if (mi==null) mi="segmentaria";
mi=mi.toLowerCase() ;
var vx=[x0],vy=[y0],h=(xn-x0) /n,x=x0, y=y0,j,k=0,c=1,r=0, fl=false;
if (n>np) {c=quot(n,np); r=n%np;};
for (j=0;j<n;j++) {
y+=f (x,vy) *h;
x=round (x+h, 15) ;
if (§J%c == 0)
if (r>0) {
if (f1) {vx[++k]l=x; vyl[kl=y; r--};
fl1=1f1;}
else
{vx[++k]l=x; vylkl=y;};
}
if (--j%c != 0) {vx[k]l=x; vylkl=y;}
switch (mi) {
case "lagrange": return geninlag(vx,vy);
case "newton": return geninnew (vx,vy);
case "lineal": return geninlin(vx,vy);
default: return geninseg(vx,vy);

}

Haciendo correr el programa con los datos del ejemplo manual se obtiene,
practicamente los mismos resultados que en dicho ejemplo:

fxy=function(x,y) {return (8*x*x*x-4*x*y-4*x)/3;};
fx=eulerp(fxy,2,6,4,10,null, "newton") ;
plot ([fx],2,6)

30

50

40 -

30 ~

20

10 4

T T T T T T T
2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 G
map (fx, [2.3,3.7,4.6,5.7])
[6.20987856527241, 23.21000493877111, 38.18679323571563, 60.82012700753221]

Estos resultados no concuerdan exactamente con los del ejemplo manual,
porque en el programa, para reducir errores, se redondean los valores de la
variable independiente.

Sin embargo, 10 segmentos es un numero muy pequeiio para el método de Eu-
ler. Para obtener resultados més precisos es necesario incrementar el nume-
ro de segmentos, asi con 200 se obtiene:

fx=eulerp(fxy,2,6,4,200,null, "newton") ;
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£x(6)
67.994888960236

Resultado que es mds cercano a la solucidn correcta (68) que el obtenido
con 10 segmentos (67.91863273250716) .

Para comprender el por qué la funcidén de interpolacidn no se genera con to-
dos los puntos calculados en el proceso (sino por defecto sbélo con 21), se
dibuja primero la gréfica de la funcidén generada con los 21 puntos:

plot ([£x],2,6)

30

50

40 -

20 4

20

10 ~

2 2.5 3 3.5 9 4.5 5 5.k =]

Ahora se crea otra funcidén empleando el mismo nimero de segmentos y el mis-
mo método de interpolacidén (de Newton), pero generando la funcidén de interpo-
lacidén con todos los puntos:

fx2=eulerp(fxy,2,6,4,200,200, "newton") ;
Y se dibuja la grafica de la funcién resultante:

plot ([fx2],2,6)

100000882801a+52

10000040001a+51

1000008000 a+51
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Como se puede apreciar, en este caso, la funcién de interpolacidn predice
resultados errdéneos. Ello se debe a errores de redondeo que se generan cuando
el método de interpolacién trabaja con valores muy cercanos entre si.
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Como otro ejemplo, se resolverd la siguiente ecuacidén diferencial y se
calculardn los valores de “y” para valores de “x” iguales a 0.3, 0.7, 0.9,
1.2, 1.5, 1.7 y 2.0:

y'=4e"8%—05y  |y=2 para x=0
Primero se programa la funcidén correspondiente a la derivada primera:
fxy2=function(x,y) {return 4*exp(0.8*x)-0.5%y;};

Luego se crea la funcidén de interpolacidn con valores de “x” que van des-
de 0 (el wvalor inicial) hasta 2 (el maximo valor a calcular), empleando en
este caso el numero de divisiones por defecto (n=100), el numero de puntos
por defecto (20) y el método de interpolacidédn por defecto (“segmentaria”):

fx2=eulerp(fxy2,0,2,2);

Finalmente se calculan los valores de “y” (redondeados al cuarto digito
después del punto) empleando la funcidén generada:

round (map (fx2, [0.3,0.7,0.9,1.2,1.5,1.7,2]) ,4
[2.9791, 4.6133, 5.6147, 7.4155, 9.6658, 11.4777, 14.7764]

10.2.2. Ecuaciones diferenciales de enésimo orden

Como se menciondé previamente, una ecuacidédn de enésimo orden puede ser
transformada en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden.
Para ilustrar el procedimiento se trabajard con la siguiente ecuacidn
diferencial:

4 3 2 2.2
3xd Y (o)L 454y Ay Xy
et A dx? dx Xy (10.16)
22
:3xyr/u+(x_y)yn!+5y/!_yr_x Y =0

Xy
Esta ecuacidédn de cuarto orden puede ser transformada en un sistema de 4

ecuaciones diferenciales de primer orden realizando los siguientes cambios
de variable:

dy _ ,_
oY =N
2
d”y _d [|dy\|_d _
A2 dx \dx _dx(yl) e
d3y_d_ dzy _d_( )_ o (10.17)
e dx\ g dx V2|7 273
4 3
d'y _d |dy|_d o,
dx* dx dx> dx (y3)_y 3774
Donde vyi, y2, V3, etc., son nombres de variables (no wvalores). Con estas
variables, la ecuacidén (10.16) puede ser reescrita de la siguiente forma:
2 2
(x _'yo)

(yo_x)y§_5y2+y1+

XY,
=y, (10.18)

Y= (X, 30, ¥ Y0 v3)= T

Y=y
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| J—
Ya=n
| J—
Y 2=V3
Donde se ha denominado yp a la variable dependiente “y”. Como se estan

resolviendo los problemas del valor inicial, los valores de yo, Vi, V2V V3
deben ser conocidos para un determinado valor de "“x”

Si se aplican las ecuaciones de Euler (10.15) a cada una de las ecuacio-
nes de este sistema (en un segmento “j” cualquiera), empleando para todas
ellas el mismo ancho de segmento “h”, se obtiene:

2 2

X.—y.

— — J J

(yj xj)y3’j 5y2,j+y1’j+ Y
y4,J:f(xJ;yJ;yl’j,yz’J,y3,J): (10019)

3x .
J
Yo, 1= Yo, ;¥ 0, jh=o vy ih
Vi jer=Y0 Y = b
Vo, js1= Yo, ¥V 'y =,y ;Y5 ik
V3, 1= Y3 Vs jhE s Yy h
xj+1:x/.+h
Como se puede observar, la unica funcidén que realmente necesita ser eva-
luada es la correspondiente a la derivada de enésimo orden (ya en el ejem-

plo), pues las otras funciones son simplemente los valores de variable de-
pendiente y de las derivadas del punto anterior.

Generalizando las ecuaciones de Euler para una ecuacién de orden “m”, se
tiene:
Y j =S Y0 Yo V) 0t
= ! = = — = n—
Vi =V Y b=y Ay b i=09m=1 (10.20)
xj+1=xj+h

Donde, como ya se explicd vyo, vyi, y2, y3, etc., son los nombres gque se dan
a la variable dependiente (yo) y a sus derivadas:

d' ,
—).;:y’l._lzyl. i=1-n (10.21)
dx'
10.2.2.1. Ejemplo Manual
Para comprender mejor el procedimiento que se sigue en el método de Eu-

ler, se resolverd manualmente la siguiente ecuacidén diferencial, encontran-
do el valor de la variable dependiente “y” para “x” igual a 4.

3y =3xy"+y'+1.8711x +14.49 x!1 —5=0
y=4, y'=11.3, y''=6.93, y''"'=0.693 para x=1
Se sabe que la solucidén analitica de esta ecuacidén diferencial es:
y=3x2'1+5x—4
Para efectos de comparacidén se programa esta funcidn:

fdc=function (x) {return 3*pow(x,2.1)+5*x-4;1};
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Ahora se despeja el término de mayor orden:

pro=3xy '~y —1.8711x"=14.49 "1 +5
3

C 3xy,~y,—18711x ¥—14.49x" 45

Y se programa esta funcidn resultante:

y4=function (x,y) {return (3*x*y[2]-y[1]-1.8711*pow(x,-1.9)-
14.49*pow (x,1.1)+5)/3;};

Observe que en este caso sb6lo entran en los célculos los valores de y1 y
y2, pero aun asi, la funcidén recibe un vector (y) con el valor de la wvaria-
ble dependiente (yo) y de sus derivadas (yi,Yy2,VY3) .

Para comenzar a aplicar el método se fija el numero de segmentos (para
este ejemplo 10), se guardan los valores iniciales y se calcula el ancho de
los segmentos (“h”):

n=10; x0=1; xn=4; y0=[4,11.3,6.93,0.693]; m=y0.length; h=(xn-x0)/n;

Ahora se pueden aplicar la ecuaciones de Euler (ecuaciones 10.20), para
calcular los 10 puntos de los 10 segmentos (n=10) considerados en este
ejemplo. Para ello, se 1inicializan 1las variables que forman parte del
proceso:

vx=[x0]; vy=[y0[0]1]; k=0; x=x0; y=copy(y0);

Donde "vx" y "vy" son los vectores en los que se guardan los puntos

calculados (para generar luego la funcién de interpolacidén). E1 célculo
propiamente se lleva a cabo dentro de un ciclo "for" que va desde "j=0"
hasta "n-1" (para los 10 puntos) y otro ciclo anidado "for" que va desde
"i=0" hasta "m-1" (para calcular las "m" derivadas).

for (3=0;3<n;j++) {y[4]l=y4 (x,y); for(i=0;i<m;i++) ylil=y[il+y[i+1]*h; x+=h;
vx [++k]=x; vyl[k]l=y[0];};

A\

El valor buscado (el valor de “y” para “x=4") corresponde al Ultimo ele-
mento almacenado en el vector “vy” (es decir el uGltimo valor calculado para
yl[0]):

vy [n]
67.54874149514693

El valor exacto, obtenido con la solucidén conocida y programada en la
funcién “f4c”, es:

fdc (4)
71.13752103985769

En consecuencia, en este caso, el resultado obtenido con el método de Eu-
ler tiene un error del 5%.

Para apreciar mejor el error que presenta el método de Euler, es conve-
niente crear la funcidén de interpolacidn, correspondiente a la solucidén nu-
mérica, empleando los valores guardados en los vectores “wx” y “wy”:

f4di=geninnew (vx,vy) ;

Y graficar luego tanto la solucidén conocida (“f4c”) como la funcidn de
interpolacién (“f4i”):

plot ([f4c,f41i],1,4)
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Como se puede ver la solucidén numérica se va separando (hacia abajo) de
la solucidén analitica, a medida que incrementa el valor de “x”. Este resul-
tado no es de extraflar si se toma en cuenta que el método de Euler es un
método poco preciso. Para mejorar el resultado se puede incrementar el nu-
mero de divisiones, por ejemplo, si en lugar de 10, se toman 100 divisio-
nes, se obtiene:

n=100; h=(xn-x0)/n; vx=[x0]; vy=[y0[0]]; k=0; x=x0; y=copy(y0);
for (3=0;3<n;j++) {y[4]1=y4 (x,y); for (i=0;i<m;i++) y[il=y[i]l+y[i+1]*h; x+=h;
vx[++k]=x; vyl[k]l=yI[0];};
vy[n]
70.77819975337361
Que ahora tiene un error de sélo el 0.5%.

Creando una funcién de interpolacidén (no se emplea un método polinomial
por las razones ya estudiadas):

fdi=geninlin(vx,vy);

Se puede apreciar que ahora, la solucidén numérica es muy cercana a la
analitica:

plot ([f4c,£f41i],1,4)
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N,

Con la funcidén de interpolacidn, se pueden calcular otros valores de “y
para valores de “x” comprendidos entre 1 y 4, por ejemplo para valores de
“x” igual a 1.3, 1.5, 1.8, 2, 2.4, 2.9, 3.3, 3.7 y 3.8, se obtiene los si-
guientes resultados (redondeados al segundo digito después del puento):

round (map (£41,(1.3,1.5,1.8,2,2.4,2.9,3.3,3.7,3.81),2)
[7.39, 10, 14.44, 17.76, 25.28, 36.38, 46.62, 58.11, 61.18]

Que son cercanos (pero no iguales) a los resultados correctos:

round (map (f4c, [1.3,1.5,1.8,2,2.4,2.9,3.3,3.7,3.81),2)
(7.7, 10.53, 15.31, 18.86, 26.86, 38.56, 49.31, 61.31, 64.51]

Como un segundo ejemplo se resolverd la siguiente ecuacidédn diferencial,
encontrando los valores de “y” para valores de “t” iguales a 0.2, 0.3, 0.4,
0.8, 1.1, 1.4 y 1.5:

y' ety —ty'=2y=t |y=0; y'=0; y'"'=0 para t=0

Al igual que en el ejemplo anterior primero se despeja la derivada de ma-
yor orden:

y!!!:t+2y+ty/_l,y!l
)ﬂ2:y3:t+2yo+ty1_ty2
Y se programa la funcidén resultante:
y3=function(t,y) {return t+2*y[0]+t*y[1l]-t*y[2];};

Puesto que los valores a calcular son menores a 1.5, ese serda el valor
final de “t” (tn). Los valores iniciales vienen dados en la definicidén de
la ecuacidén. Asumiendo 25 segmentos (n=25), los valores iniciales y el in-
cremento “h” para este ejemplo son:

t0=0; tn=1.5; y0=[0,0,0]; m=y0.length; n=25; h=(tn-t0)/n;

Ahora, al igual que en el anterior ejemplo, se aplican las ecuaciones de
Euler (10.20) y se guardan los puntos calculados en los vectores "vt" y
"Vy ":

vt=[t0]; vy=[y0[0]]; k=0; t=t0; y=copy(y0); for(j=0;j<n;j++)
{ylm]l=y3(t,y); for(i=0;i<m;i++) y[i]l+=y[i+1]*h; t+=h; vt[++k]=t;
vy[kl=y[0];};

Con los vectores "vt" y "vy" se crea la funcidén de interpolacidn (en este
caso con el método de interpolacidén segmentaria) :

f3i=geninseg (vt,vy);

A\ g

Y con esta funcidén se calculan los valores de requeridos (redondeados

al quinto digito después del punto):

Yy

round (map (£3i, [0.2,0.3,0.4,0.8,1.1,1.4,1.51),5)
[0, 0.00006, 0.00035, 0.01003, 0.04012, 0.10998, 0.146006]

Como en este caso no se cuenta con la solucién analitica, para determinar
si los resultados obtenidos son o no confiables, se repite el célculo pero
empleando un numero de segmentos igual al doble del anterior:

n=50; h=(tn-t0)/n; vt=[t0]; vy=[y0[0]]; k=0; t=t0; y=copy(y0);
for (3=0;J<n; j++) {y[ml=y3(t,y); for(i=0;i<m;i++) y[i]+=y[i+1]1*h; t+=h; vt [+
+tkl=t; vylkl=y[0];};

f3ib=geninseg(vt,vy);

Y se grafican las dos funciones de interpolacidn:

plot ([£3ib, £31]1,t0, tn)
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Como se puede ver existe una diferencia apreciable entre las dos curvas,
por lo que los valores calculados no son confiables.

Para determinar si la nueva funcidén de interpolacidén es o no confiable,
se repite el proceso con el doble de segmentos:

n=100; h=(tn-t0)/n; vt=[t0]; vy=[y0[0]]; k=0; t=t0; y=copy(y0);
for (3=0;j<n;j++) {y[m]l=y3(t,y); for (i=0;i<m;i++) y[i]l+=y[i+1]1*h; t+=h; vt[+
+kl=t; vylkl=yI[0];};

f3ic=geninseg(vt,vy);

plot ([f3ic, £3ib],t0, tn)
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Una vez mas se concluye que la funcidén de interpolacién no es confiable:
las dos curvas presentan aun una diferencia apreciable entre si. Por lo que
se vuelve a repetir el proceso, empleando un numero de segmentos igual al
doble del anterior:

n=200; h=(tn-t0)/n; vt=[t0]; vy=[y0[0]]; k=0; t=t0; y=copy(y0):;
for (3=0;j<n;j++) {yIml=y3(t,y); for(i=0;i<m;i++) y[il+=y[i+1]*h; t+=h; vt[+
+k]=t; vylkl=yI[0];};

f3id=geninseg(vt,vy);

plot ([£3id, £3ic], t0, tn)
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Siendo aun la diferencia es apreciable, por lo que se repite el proceso
empleando el doble de segmentos del anterior (n=400):

n=400; h=(tn-t0)/n; vt=[t0]; vy=[y0[0]]; k=0; t=t0; y=copy(y0);
for (3=0;j<n;j++) {yIml=y3(t,y); for(i=0;i<m;i++) y[il+=y[i+1]*h; t+=h; vt[+
+k]l=t; vylkl=yI[0];};

f3ie=geninseg(vt,vy);

plot ([f3ie, £31id],t0, tn)
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Ahora la diferencia es despreciable, por lo que se puede asumir que la ul-
tima funcidén de interpolacidn predice los resultados de forma confiable, por
lo tanto los valores pedidos, calculados con esta funcidén y redondeados al
quinto digito, son:

round (map (£3ie, [0.2,0.3,0.4,0.8,1.1,1.4,1.5]),5)
[0.00006, 0.00031, 0.00099, 0.01582, 0.05524, 0.14118, 0.18453]

Resultados, que como se puede ver, difieren considerablemente de los cal-
culados con la primera funcién de interpolacidn.

10.2.2.2. Algoritmo y cédigo
El algoritmo para resolver una ecuacién diferencial ordinaria de enésimo

orden, que béasicamente sigue el proceso descrito en los ejemplos manuales,
se presenta en la siguiente péagina.
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_____________ eulern: Método de Euler para resolver ecuaciones
3 diferenciales de enésimo orden.

(recibir f, x0, xn, y0, n, np, mD\ f. Funcién de la derivada enésima (y"=f(x,y)). ‘
N\, |X0: Valor inicial de x.
(bmmqamw%mmmw@p\m:wwmmmx
N +y0: Valores iniciales de «y» y sus derivadas .
= N° n: N°de segmentos (v.p.d. 100)
C m = N° de elementos en y0 ) np: Numero de puntos de interpolacion (v.p.d. 20)
mi: Método de interpolacion (v.p.d. «<segmentaria»)

< x=x0; y=y0; c=1; r=0; fl=falso >

[n>np]

@=oociente (n,np); Fresiduo(n,n@

<> |

e desde j=0 hasta n-1 )

1
( we=fxy) )
N
‘ Kdesde i=0 hasta m-1 )

N

[residuo(j/c)=0]

Firt )

Cdevolver genin"mi"(vx,vy)

Al igual que en las ecuaciones de primer orden, en dicho algoritmo no se
emplean todos los puntos calculados, sino por defecto sdélo 21. E1 cdédigo
respectivo, afiadido a la libreria “hpvlib.js” es:

function eulern(f,x0,xn,y0,n,np,mi) {
if (n==null) n=100;
if (np==null) np=20;
if (mi==null) mi="segmentaria";
mi.toLowerCase () ;
var k=0,vx=[x0],vy=[y0[0]],h=(xn-x0)/n,m=y0.length;
var x=x0,y=copy(y0),]j,c=1,r=0,fl=false;
if (n>np) {c=quot(n,np); r=np;};
for (3=0;3j<n;j++){
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yIml=£f(x,y);
for (i=0;i<m;i++) y[i]+=y[i+1]*h;
x=round (x+h, 15) ;
if (j%c == 0)
if (r>0) {
if (fl) {vx[++k]=x; vyl[k]l=yI[0]; r--};
fl=1£1;}
else
{vx[++k]l=x; vylk]l=y[0];};
}
if (--j%c != 0) {vx[k]=x; vylk]l=yI[0];}
switch(mi) {
case "lagrange": return geninlag(vx,vy);
case ''newton": return geninnew (vx,vy);
case "lineal": return geninlin(vx,vy);
default: return geninseg(vx,vy);

}

Haciendo correr el programa con los datos del UGltimo ejemplo manual, se
obtienen practicamente los mismos resultados que en dicho ejemplo.

y3=function (t,y) {return t+2*y[0]+t*y[1]-t*yI[2];};
f3r=eulern(y3,0,1.5,[0,0,0]1,400);
round (map (£3r, [0.2,0.3,0.4,0.8,1.1,1.4,1.5]),5)

[0.00006, 0.00031, 0.00099, 0.01583, 0.0553, 0.14318, 0.18453]

No son exactamente los mismos resultados que en el ejemplo, porque por una
parte el método de interpolacidén es diferente y por otra sdélo se emplean 20
puntos para generar la funcidén de interpolaciédn.

10.2.3. Sistemas de ecuaciones diferenciales

Cuando en lugar de una ecuacién diferencial se debe resolver un sistema
de ecuaciones diferenciales y en dicho sistema existen ecuaciones de segun-
do o mayor orden, las mismas deben ser transformadas previamente en ecua-
ciones diferenciales de primer orden (siguiendo el procedimiento descrito
en el anterior acépite). De esa manera es posible transformar cualquier
sistema de ecuaciones diferenciales, en un sistema de "m" ecuaciones dife-
renciales de primer orden:

Y'o=Solt.yo v ¥y, )
| —
Y ES Ve v Yy Yy 1022,
DRSPS U P U OO T
m—1 m—1\"70°71272" m—1
En este sistema “t” es la variable independiente vy yo, Vi, V2,..., Vm-1 Son
las variables dependientes. Aplicando las ecuaciones de Euler (10.15) a
cada una de las ecuaciones de este sistema, en un punto "“j” cualquiera, se
tiene:
J— ’ f— —
yaj+r‘ij+}’th_yaj+fou’ya}lm’ym 1)h
— ’ — _
ij+r‘ij+}’Ljh_yhj+fﬂu’yQyLm’ym 1)h
. (10.23)
—_— ! —_ —
Yim—1,j+1= Ym—1,; 1Y m—Ljh_ym—Lj+fﬁU’yQyLm’ym 1)h
tj+1:tj+h
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Como se supondréd, estas ecuaciones pueden ser empleadas también para re-
solver una ecuacidén diferencial de enésimo orden, transformadndola en un
sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, sin embargo, si lo que
se quiere es resolver una sola ecuacidén de enésimo orden es més sencillo
emplear la funcién desarrollada en el tema anterior.

Cuando se resuelven sistemas de ecuaciones diferenciales se generan "m"
vectores (uno por cada variable) con los cuales se pueden crear "m" funcio-
nes de interpolacidén, cada una de las cuales corresponde a las “m” solucio-
nes del sistema.

r”

10.2.3.1. Ejemplo manual

Para comprender mejor el proceso que se sigue al resolver sistemas de
ecuaciones diferenciales, se resolverd el siguiente sistema de ecuaciones

”

diferenciales, calculando los valores de las variables dependientes (“u”,
“v” y “w”) para valores de “t” iguales a: 0.05, 0.1, 0.14, 0.20, 0.23,
0.26, 0.30, 0.33 y 0.35.

u'—v+2w+t2—2¢1°-12¢92410=0
V+Sw—5¢"2—2+35=0 u=3, v=—4, w=—7 para t=0
w'=2u+v—12+2¢2-1.5:%+10=0

En este caso se sabe que las soluciones analiticas de este sistema son:

u=t"2+3
v=r—4
w=tlS 7

Primero, para estar de acuerdo con la simbologia empleada previamente, se
escriben las ecuaciones en funcién de las variables yo, y1 y y2 (en lugar de
\\u// , \\V y \\W//) :

Vo' =y F2y, 4t =210—1212410=0
v, +#5p,=5t"7=21+35=0 Yo=3, y,=—4, y,==7 para t=0
vy =2ygty,— 4262 = 1.5 +10=0
Que colocadas en la forma yi=f(t,y) son:
yO'ZfO(t,y)zyl—2y2—t2+2t1‘5+1.2t0‘2—10
v/ =1t y)==5y, 45 +21-35
vy = Lot y)=2y,—y + 2= 2474150~ 10=0

Siendo, con esta nomenclatura, las soluciones conocidas:

yO:tL2+3
2

V1= —4

V= RE

Para efectos de comparacidén, se programa primero estas soluciones:

fe=[1;
fcl[0]l=function(t) {return pow(t,1.2)+3;};
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fcl[l]l=function(t) {return sqgr(t)-4;1};
fcl[2]=function(t) {return pow(t,1.5)-7;};

Se programan las funciones correspondientes a las derivadas primeras del
sistema de ecuaciones diferenciales:

£=[17

f[0]=function(t,y){return y[1l]-2*y[2]-sgr(t)+2*pow (t,1.5)+1.2*pow(t,0.2)~-
105}

fl[l]=function(t,y){return -5*y[2]+5*pow(t,1.5)+2*t-35;};

f[2]=function(t,y){return 2*y[0]-y[1l]+sgr(t)-2*pow(t,1.2)+1.5*sqgrt(t) -
107 }7

Y para iniciar el proceso, se guardan los valores iniciales y se calcula
el valor de "h", fijando en este caso el numero de segmentos en 40:

t0=0; tn=0.35; y0=[3,-4,-7]; m=y0.length; n=40; h=(tn-t0)/n;

Ahora se deben generar los puntos para cada una de las ecuaciones del
sistema aplicando las ecuaciones de Euler (ecuaciones 10.23) a cada uno de
los segmentos. Estos valores se guardardn en el vector “wt” (para los valo-
res de “t”) y la matriz “wvy” (para los valores del vector “y”).

Como de costumbre, el primer punto lo constituyen los wvalores iniciales
conocidos, es decir:

k=0; vt=[t0]; vy=[y0];

Donde “k” es el contador. Los valores iniciales de las variables “t”, “y”
y la variable auxiliar “y ” son:

t=t0; y=copy(y0); y =copy (y0);

Recuerde que para crear una copia de un vector o matriz se debe emplear
la funcidén “copy”. Ahora se generan los 40 puntos (para los 40 segmentos)
empleando un ciclo “for” que va desde j=0 hasta “n-1” y, dentro del mismo,
se calculan los valores de “y” (las variables dependientes) empleando otro
ciclo “for” que va desde i=0 hasta “m-1":

for (j=0;j<n;j++) {for (i=0;i<m;i++) yl[i]+=£f[i] (t,y )*h; t=round(t+h,15);
vt[++k]=t; vylk]l=y =copy(y):};

Donde los valores de “t” se redondean al décimo quinto digito para elimi-
nar los errores de redondeo.

Los puntos calculados con la anterior instruccién son:

vt
[0, 0.00875, 0.0175, 0.02625, 0.035, 0.04375, 0.0525, 0.06125, 0.07,
0.07875, 0.0875, 0.09625, 0.105, 0.11375, 0.1225, 0.13125, 0.14, 0.14875,
0.1575, 0.16625, 0.175, 0.18375, .1925, 0.20125, 0.21, 0.21875, 0.2275,
0.23625, 0.245, 0.25375, 0.2625, .27125, 0.28, 0.28875, 0.2975, 0.30625,
0.315, 0.32375, 0.3325, 0.34125, .35]

round (vy, 4)
(13, -4, -71, (3, -4, =71, [3.0041, -3.9998, -6.9988], [3.0088, -3.9995,
-6.9972], [3.0139, -3.9989, -6.9951], [3.0193, -3.9982, -6.9927], [3.0249,
-3.9974, -6.99], [3.0308, -3.9964, -6.9871]1, [3.0368, -3.9952, -6.9839],
[3.043, -3.9939, -6.9805], [3.0494, -3.9924, -6.9769], [3.0559, -3.9907,
-6.9731], [3.0625, -3.9889, -6.9691], [3.0693, -3.987, -6.9649], [3.0761,
-3.9848, -6.9606], [3.0831, -3.9825, -6.9561], [3.0901, -3.9801, -6.9514],
[3.0973, -3.9775, -6.9466], [3.1045, -3.9747, -6.9416], [3.1119, -3.9717,
-6.9365], [3.1193, -3.9686, -6.9312], [3.1268, -3.9654, -6.9258], [3.1343,
-3.962, -6.9202], [3.142, -3.9584, -6.9146], [3.1497, -3.9547, -6.9087],
[3.1575, -3.9508, -6.9028], [3.1653, -3.9467, -6.8968], [3.1733, -3.9425,
-6.8906], [3.1812, -3.9381, -6.8843], [3.1893, -3.9336, -6.8779], [3.1974,

O O O
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-3.9289, -6.8713], [3.2055, -3.9241, -6.8647], [3.2137, -3.9191, -6.8579],
[3.222, -3.9139, -6.8511], [3.2303, -3.9086, -6.8441], [3.2387, -3.9031,

-6.837], [3.2471, -3.8974, -6.8298], [3.2556, -3.8916, -6.8225], [3.2641,
-3.8857, -6.8152], [3.2727, -3.8796, -6.8077], [3.2813, -3.8733, -6.8001]]

Con estos valores y uno de los métodos de interpolacidén, en este caso el
de Lagrange, se crean las tres funciones de interpolacién. Con ese fin pri-
mero se transpone la matriz “vy” (para que los valores de las variables de-
pendientes se encuentre en las filas y no en las columnas):

”

vy=transpose (vy) ;
fi=[1;
fi[0]l=geninlag (vt,vy[0]);
fi[ll=geninlag(vt,vyl[l]);
fi[2]=geninlag (vt,vy[2]);
Para determinar visualmente cuan confiables son las soluciones encontra-
das se las dibuja conjuntamente las soluciones conocidas (para mayor clari-
dad se dibujan las tres funciones por separado):

plot ([fc[0],£1[01]1,0,0.35)

3.2E5

3.2 4

3.15 A

3.1 +

3.05 +

T T
a 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
plot ([fc[1],£1i[1]]1,0,0.35)
-3.88 4

-3.92 1

-3.94 S

-3.98 S

-3.93

-4 4
T T T

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

plot ([fc[0],£1[0]1],0,0.35)
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_?_
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Como era de esperar, al haberse empleado un numero pequefio de divisiones,
las funciones interpoladas difieren, aunque no demasiado, de las soluciones
correctas.

Los valores requeridos para la primera variable dependiente (u=yo), re-
dondeados al cuarto digito, son:

round (map (£1[0], [0.05,0.1,0.14,0.20,0.23,0.26,0.30,0.33,0.351),4)
[3.0233, 3.0587, 3.0901, 3.1409, 3.1676, 3.1951, 3.2327, 3.2617, 3.2813]

Para la segunda variable independiente (v=y1), se obtiene:

round (map (£4(1], [0.05,0.1,0.14,0.20,0.23,0.26,0.30,0.33,0.351),4)
[-3.9976, -3.99, -3.9801, -3.9589, -3.9455, -3.9303, -3.907, -3.8874,
-3.8733]

Y para la tercera (w=y2), se tiene:

round (map (£1(2]1,[0.05,0.1,0.14,0.20,0.23,0.26,0.30,0.33,0.351),4)
[-6.9908, -6.9714, -6.9514, -6.9154, -6.895, -6.8732, -6.8421, -6.8173,
-6.8001]

Como segundo ejemplo se resolverd el siguiente sistema de 2 ecuaciones
diferenciales y con la solucidén se calculardn valores de las variables de-

N,

pendientes “x” y “y” para valores de “t” iguales a 0.2, 0.5, 0.7, 0.9, 1.2,
1.3.

d—xzx’=2x+3y

dt x=2.7; y=2 para t=0

@ _ '=2x+y

dt

Primero se reescribe el sistema en funcidén de la variable “t” y el vector

AN

de variables “y”
y'o=Solt.y)=2y,+3y,
' =fty)=2y+y,

Luego, la solucidén es practicamente la misma que en el anterior ejemplo,
excepto que ahora se tienen solo dos ecuaciones. Se guardan los valores
iniciales y se calcula el incremento “h”, en este caso para 200 segmentos
(n=200) :
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t0=0; tn=1.3; y0=[2.7,2]; m=y0.length; n=200; h=(tn-t0)/n;

El Gltimo valor de la variable independiente (“tn”) se fija en 1.3 porque
ese es el Gltimo valor requerido.

Se programan ahora las funciones correspondientes a las derivadas prime-
ras del sistema de ecuaciones diferenciales:

£=[1;
f[0]=function(t,y) {return 2*y[0]+3*y[1];};
f[l]=function(t,y) {return 2*y[0]+y[1];};

Los valores iniciales para este sistema son:
k=0; vt=[t0]; vy=[y0]; t=t0; y=copy(y0); y_ =copy(y0);

Ahora se calculan los puntos aplicando la ecuacidén de Euler (ecuaciones
10.23) a cada uno de los segmentos (guardando los puntos calculados en los
vectores “wt” y “wy”):

for (j=0;j<n;j++) {for (1=0;i<m;i++) y[i]+=£f[i](t,y )*h; t=round(t+h,15);
t[++k]=t; vylk]l=y =copy(y):};

AN}

Con los puntos (guardados en los vectores “wt” y
ciones de interpolacidén (en este caso 2):

vy=transpose (vy); fi=[];
fi[0]l=geninlin(vt,vy[0]);
fi[l]l=geninlin(vt,vy[1l])

Como no se tiene la solucidén analitica, se generan otras funciones de in-
terpolacidén para el doble de segmentos (n=400):

vy”), se generan las fun-

’

t0=0; tn=1.3; y0=[2.7,2]; m=y0.length; n=400; h=(tn-t0)/n;

k=0; vt=[t0]; vy=[y0]; t=t0; y=copy(y0); y =copy(y0);

for (j=0;j<n;j++) {for (i=0;i<m;i++) yl[i]+=£f[i] (t,y )*h; t=round(t+h,15);
t[++k]l=t; vylk]l=y =copy(y);};

vy=transpose (vy) ;

fi2=[1];

£fi2[0]=geninlin(vt,vyI[0]);

fi2[1l]l=geninlin(vt,vyI[l]);

Y para determinar visualmente si los valores calculados son confiables se
dibuja la gréfica de las funciones de interpolacidén para 200 y 400 segmen-
tos:

plot ([£1[0]1,£12[0]1],t0,tn)

400

3200

200

100
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plot ([£fi[1]1,£f12[1]1],t0,tn)
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En ambos casos la variacién es pequefia, por lo que se concluye que los
resultados calculados con 200 segmentos son confiables (por supuesto dque
los calculados con 400 lo son aun méas).

Los valores pedidos para la primera variable (x=yo), redondeados al 4 di-
gito después del punto (obtenidos con la UGltima funcidén de interpolaciédn)
son:

round (map (£fi2[0], [0.2,0.5,0.7,0.9,1.2,1.37),4)
[6.1457, 20.4978, 45.486, 100.7921, 332.1913, 494.3091]

Y para la segunda (y=y1), son:

round (map (£12[1],[0.2,0.5,0.7,0.9,1.2,1.3]),4)
[4.2608, 13.7864, 30.4232, 67.276, 221.521, 329.5938]

10.2.3.2. Algoritmo y cédigo

El algoritmo del método, para un sistema de ecuaciones diferenciales, se
presenta en grafica de la siguiente pégina y el cdédigo respectivo, afiadido
a la libreria “hpvlib.js”, es:

function eulers(f,t0,tn,y0,n,np,mi) {
if (n==null) n=100;
if (np==null) np=20;
if (mi==null) mi="segmentaria";
mi.toLowerCase () ;
var k=0,vt=[t0],vy=[y0],h=(tn-t0)/n,m=y0.length;
var t=t0,y=copy(y0),y =copy(y0),j,c=1,r=0,fl=false;
var fi=[];
if (n>np) {c=quot(n,20); r=n%20;};
for (j=0;j<n;j++) {
for (i=0;i<m;i++) yl[il+=£f[i](t,y )*h;
y_=copy (y) 7
t=round (t+h,15);
if (j%c == 0)
if (r>0) {
if (fl) {vtl++k]l=t; vylkl=y ; r--};
fl=1£f1;}
else
{(vt[++k]l=t; vylkl=y ;};
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__________ eulers: Método de Euler para resolver sistemas d
3 ecuaciones diferenciales .

<recibir f, t0,tn, yO, n, ep>\ f:  Vector con las derivadas primeras del sistema
(yi=f(ty).
C k=0; vt,=x0; vy,=y0,; h=(tn-t0)/M >\,t0: Valor inicial de la variable independiente .
tn: Valor final de la variable independiente.
_ o y0: Valores iniciales de las variables dependientes .
C m = N° de elementos en y0 ) n: N°de segmentos (v.p.d. 100)

<t=x0; y=y0; y_=y0; c=1; r=0; fI=faIso>
[n>20]

@=oociente(n,20); r=residuo(n,2®

|
e desde j=0 hasta n-1 )
N

ﬁ(desde i=0 hasta m-1
J

(it o y=ythty)h )

t=t+h; y_=y

[residuo(j/c)=0]

[fl=verdad]

<k=k+1; VEEX; vyk=y_> @=k+1; VEEX; VY r=r-D

[residuo(j-1,c)<>0]

VEEX VYEY_

(vy=transpuesta(vy )N
J

A_desde i=0 hasta rm)—

fi; = geninseg(vt,vy))

devolver fi —

if (--j%c != 0) {vtlk]l=t; vylkl=y ;}

vy=transpose (vy) ;

switch(mi) {
case "lagrange": for (i=0;i<m;i++) fi[i]=geninlag(vt,vy[i]); break;
case "newton": for (i=0;i<m;i++) fi[il=geninnew(vt,vy[i]); break;
case "lineal": for (i=0;i<m;i++) fi[il=geninlin(vt,vyl[i]); break;
default: for (i=0;i<m;i++) fi[i]l=geninseg(vt,vyl[i]);
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return fi;
}

Haciendo correr el programa con los datos del primer ejemplo manual, se
obtiene:

£=11;

f[0]l=function(t,y){return y[l]-2*y[2]-sgr(t)+2*pow (t,1.5)+1.2*pow(t,0.2)~-
1051}

fll]l=function(t,y){return -5*y[2]+5*pow(t,1.5)+2*t-35;};

f[2]=function(t,y) {return 2*y[0]-y[1l]+sgr(t)-2*pow(t,1.2)+1.5*sqgrt (t) -
105}

fi=eulers(£f,0,0.35,[3,-4,-71,40);

round (map (£1[(0],[0.05,0.1,0.14,0.20,0.23,0.26,0.30,0.33,0.351),4)
[3.0232, 3.0587, 3.0901, 3.1409, 3.1676, 3.195, 3.2327, 3.2617, 3.2813]

round (map (£i[(1],[0.05,0.1,0.14,0.20,0.23,0.26,0.30,0.33,0.35]),4)
[-3.9977, -3.99, -3.9801, -3.9589, -3.9455, -3.9303, -3.907, -3.8874,
-3.8733]

round (map (£fi[(2],[0.05,0.1,0.14,0.20,0.23,0.26,0.30,0.33,0.351),4)
[-6.9908, -6.9714, -6.9514, -6.9154, -6.895, -6.8732, -6.8421, -6.8173,
-6.8001]

Que esencialmente son los mismos resultados encontrados en el mencionado
ejemplo (no obstante que se han empleado sélo 20 puntos para generar la
funcién de interpolaciédn).

Con los datos del segundo ejemplo manual se obtiene:

f=[1;
fl0]l=function(t,y){return 2*y[0]+3*y[1];};
f[l]=function(t,y) {return 2*y[0]+y[1];};
fi=eulers(£,0,1.3,[2.7,2]1,400);
round (map (£i[0],[0.2,0.5,0.7,0.9,1.2,1.31),4)

[6.1455, 20.4974, 45.4849, 100.7889, 334.1582, 494.3091]
round (map (£i[1],[0.2,0.5,0.7,0.9,1.2,1.31),4)

[4.2607, 13.7861, 30.4225, 67.2738, 222.8322, 329.5938]

Que en este caso difieren hasta en los tres uUltimos digitos con relacién
a los resultados obtenidos en el ejemplo manual.

10.3. METODOS DE RUNGE — KUTTA
Los métodos de Runge-Kutta, son aquellos que tienen la forma general:

Ve =V ¥a, k +a2k +a3k +..+a, k (10.24)

Donde los valores de k tienen la forma:

(

(xikplh,}g+thk1)
ky=hf(x;+pyh, Yitdy, k +‘122k2> (10.25)
ky=h f(x+psh, y+a; ki +as,k,+ a5 5k5)
kn:hf(xi+pn—1h’yi+qn—1,1k1+qn—1,2k2+"'+qn—1,n—1kn_1)

Donde f(x,y) es la funcidén correspondiente a la derivada primera de la
variable dependiente, x;, y; son los valores conocidos de las variables in-
dependiente y dependiente para un punto dado i, yi. es el valor de la varia-
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ble dependiente en el siguiente punto y h es el incremento de la variable
independiente.

Para todas las formas, el valor de la variable independiente del siguien-
te punto se calcula igual que en el método de Euler, es decir:

X .

1= th (10.26)

En base a la ecuacidn (10.24), estableciendo el numero de evaluaciones
funcionales (valores de k) y calculando los parametros "“a”, “wp” y “gq”, se
puede deducir un numero practicamente infinito de ecuaciones de Runke-Kutta.

”

No todas las formas de Runge-Kutta predicen correctamente los wvalores de
la variable dependiente, razdédn por la cual una vez deducidas deben ser pro-
badas para determinar su confiabilidad.

Muchos investigadores han deducido y puesto a prueba varias formas de la
ecuacidén de Runge-Kutta. Estas ecuaciones se clasifican generalmente como
métodos (m,n), donde “m” es el nUmero de pardmetros “a;” y “n” es el nlmero
de valores “k” gque deben ser calculados.

Algunas de las ecuaciones de Runke-Kutta que mas se utilizan en la préac-
tica son las siguientes:

La ecuacidédn (2,2) de Runge-Kutta con una exactitud comparable con la del
método de Euler modificado:

1
Vi :yj+5(k1+k2)
_ (10.27)
kl_hf(xj’yj)
ky=h f(x th,y +k)|
La ecuacidén (3,3) de Runge-Kutta con un error de orden h':
_ 1
yj+1_yj+6—(k1+4k2+k3)
=)

k (10.28)
ko=h flx 4y 4oL
2 J2700 2
ky=hf(x +h,y—k+2k,)]
La ecuacidén (4,4) de Runge-Kutta, conocida como la forma cldsica:
1
k=[50
k:hfx+ﬁy+k—1 (10.29)
2 J 277 2 :
_ h kz
k3—hf xj+2—,yj+7

ky=h f{x +h,y +k,

La ecuacién (4,4) de Runge-Kutta conocida como la forma de Gil, la cual
minimiza los errores debido a redondeos:
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1
Vsl :yj+6—(k1+(2—\/§)k2+(2+\/§) k3+k4)

=)
_ h k,
ky,=hf Xyt 10,50,
k,
ky=hf xj+g Y +(\/2 1)7+(2 \/2)72

_k 2
_ 224 14X2
ky=hf|xh,y =2+ 1452 |k,

Y una ecuacidén (5,6) conocida como la forma de Butcher, que suele ser em-
pleada cuando se requiere gran exactitud en los célculos:

1 o | 7h 32k 412k, +35 ko7 kg

Yis1=Yi%gg
lzhf(xj’yj)
_ h kl
ky=hf|x 45y 4
_ h kl kz
ky=hf xj+2,yj+§+§ (10.31)
h k
ky=hf|x; 2,y1+7+k
_ 3
ks=hf|x+7hy, 16k 6k4
_ 3, .2, 12, 12, .8
kg=hf xj+h,yj 7k +7k2+7k3 7k 7k
En este tema se empleard la forma clédsica (ecuacidén 10.29), por ser la

forma que més se emplea en la préctica. En lo sucesivo, cuando se haga re-
ferencia al método de Runge Kutta se hard referencia a dicha forma.

10.3.1. Resolucién de una ecuacidén diferencial de primer orden

Todas las ecuaciones de Runge Kutta permiten resolver sbélo ecuaciones di-
ferenciales de primer orden y el procedimiento de calculo es esencialmente
el mismo que en el método de Euler, sbélo que para el cédlculo de la variable
dependiente se emplea la ecuacidédn de Runge Kutta (10.29).

10.3.1.1. Ejemplo Manual

Como primer ejemplo se volverd a resolver la ecuacidén diferencial resuel-
ta con el método de Euler:

y’—f(x y) 8.x° —4;)/ 4x y=4 para x=2

Donde se quiere calcular el valor de “y” para “x=6"” y ademés, calcular
valore de “y” para valores de “x” iguales a 2.3, 3.7, 4.6 y 5.7
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Primero se crea la funcidén correspondiente a la derivada primera:
f=function (x,y) {return (8*x*x*x—-4*x*y-4*x)/3;};

Se fija el numero de segmentos, en este caso 50 (n=50), se guardan los
valores conocidos y se calcula el ancho (“h”) de cada segmento:

n=50; x0=2; xn=6; y0=4; h=(xn-x0)/n;

Ahora se aplican las ecuaciones de Runke-Kutta (10.29), dentro de un ciclo
for, guardando los puntos calculados en los vectores “vx” y “vy” (para crear
la funcidén de interpolacidn) :

vx=[x0]; vy=[y0]; x=x0; y=y0;

for (3=0;j<n;j++){ kl=h*f (x,y); k2=h*f(x+h/2,y+k1l/2);
k3=h*f (x+h/2,y+k2/2); kd=h*f (x+h,y+k3); y+=1/6* (k1+2*k2+2*k3+k4) ;
vy[j+ll=y; x=round(x+h,15); vx[j+1l]=x;1};

AN

Como el Ultimo valor de “x” es 6 (“xn”), el valor de “y” para “x=6" es el
ultimo valor calculado en el ciclo, es decir el uUltimo elemento guardado en
el vector “vy

”.

vy [n]
68.000144895357906

Resultado que sdélo tiene un error del 0.0002% con relacidén al resultado
exacto (68). Los otros valores se calculan creando la funcidén de interpola-
cidén (en este caso con el método de Lagrange) :

fi=geninlag (vx,vy) ;

Los otros valores pedidos se calculan con esta funcidén y redondeados al
tercer digito después del punto son:

round (map (f1, [2.3,3.7,4.6,5.71),3)
[6.58, 23.38, 38.32, 60.98]

La curva correspondiente a la solucidén (entre x=0 y x=6), es:

plot ([£i],x0, xn)

50

40 -

20 4

20 ~

T T T T T T T
2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.k =1

Como segundo ejemplo se resolverd la siguiente ecuacidén diferencial y se
calcularadn los valores de “y” para valores de “x” iguales a 0.3, 0.7, 0.9,
1.2, 1.5, 1.7 y 2.0:

y'=4e"¥—05y  [y=2 para x=0

Como es usual, primero se programa la funcidén de la derivada primera:
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f=function(x,y) {return 4*exp(0.8*x)-0.5*y;};

Se fija el numero de segmentos, en este caso 60 (n=60), se guardan los
valores conocidos y se calcula el ancho (“h”) de cada segmento:

n=60; x0=0; xn=2; y0=2; h=(xn-x0)/n;
Y se aplican las ecuaciones de Runke-Kutta (10.29):

vx=[x0]; vy=[y0]; x=x0; y=y0;

for (3=0;73<n;j++){ kl=h*f (x,y); k2=h*f (x+h/2,y+k1/2);

k3=h*f (x+h/2,y+k2/2); kd4=h*f (x+h,y+k3); y+=1/6* (k1+2*k2+2*k3+k4) ;
vy[j+1ll=y; x=round(x+h,15); vx[j+1l]=x;1};

A\ A\

Con los puntos calculados, guardados en los vectores “vx” y “wvy”, se crea

la funcién de interpolacidn (empleando el método segmentario) :
fi=geninseg (vx,vy) ;
Y con esta funcidén se calculan los valores pedidos:

round (map (fi, [0.3,0.7,0.9,1.2,1.5,1.7,2.0]1),3)
[2.985, 4.628, 5.635, 7.445, 9.707, 11.528, 14.844]

10.3.1.2. Algoritmo y cédigo

El algoritmo del método se presenta en la siguiente padgina. Con excepcidn
de las ecuaciones, el algoritmo del método de Runge-Kutta, es esencialmente

el mismo que el de Euler.

El algoritmo elaborado en base al mismo y afladido a la libreria “hpv-
lib.js” es:

function rungekp (f,x0,xn,y0,n,np,mi) {
if (n==null) n=100;
if (np==null) np=20;
if (mi==null) mi="segmentaria;
mi=mi.toLowerCase () ;
var vx=[x0],vy=[y0],h=(xn-x0) /n,x=x0, y=y0,j,k=0,c=1,r=0,fl=false;
var kl1,k2,k3,k4;
if (n>np) {c=quot(n,np); r=n%np;};
for (j=0;j<n;j++) {
kl=h*f(x,vy);
k2=h*f (x+h/2,y+k1/2);
k3=h*f (x+h/2, y+k2/2) ;
k4=h*f (x+h, y+k3) ;
y+=1/6* (k1+2*k2+2*k3+k4) ;
x=round (x+h, 15);
if (jJ%c == 0)
if (r>0) {
if (f£l) {vx[++k]l=x; vyl[kl=y; r--};
fl=1£f1;}
else
{vx[++k]l=x; vylkl=y;};
}
if (--j%c !'= 0) {vx[k]l=x; vylkl=y;}
switch(mi) {
case "lagrange": return geninlag(vx,vy);
case '"newton": return geninnew (vx,vy);
case "lineal": return geninlin (vx,vy);
default: return geninseg(vx,vy);
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_____________ rungekp: Método de Euler para ecuacion
$ diferenciales de primer orden.

(recioir f, X0, xn, y0,n,np, mi ). [ Funcion de la derivada primera (y=f(x y)). ‘
N

. [x0: Valor inicial de x.
@=0; vX=X0; vy, =y0; h=(xn-x0)/n> N e Valor final de x.
N vO: Valor inicial de y.
x=x0: y=y0: c=1: r=0: fl=falso n: N°de segmentos (v.p.d. 50)
C y=0 ) np: Numero de puntos de interpolacién (v.p.d. 20)
[np>np] mi: Método de interpolacién (v.p.d. «<segmentaria»)

@=oociente(n,np); Fresiduo(n,n@

<> |

( desde j=0 hasta n-1 D

<k2 = h*f(x+h/2,y+k1/2)>

<k3 = h*f(x+h/2,y+k2/2)>
N
( k4 =h*f(x+h,y+k3) )

Cy = y+1/6*(k1 +2*k2+2*k3+k4)>

<devolver genin"mi"(vx,vy) ) K

°

Haciendo correr el programa con los datos del primer ejemplo manual:

f=function (x,y) {return (8*x*x*x-4*x*y-4*x)/3;};
fi=rungekp(f,2,6,4,50,50,"lagrange");

Se obtienen los mismos resultados que en dicho ejemplo:

round (map (fi, [2.3,3.7,4.6,5.7,6]1),3)
[6.58, 23.38, 38.32, 60.98, 68]

Igualmente con los datos del segundo ejemplo manual:

f=function(x,vy) {return 4*exp(0.8*x)-0.5*y;};
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fi=rungekp(£,0,2,2,60,60);
Se obtienen los mismos resultados:

round (map (f1, [0.3,0.7,0.9,1.2,1.5,1.7,2.01),3)
[2.985, 4.628, 5.635, 7.445, 9.707, 11.528, 14.844]

10.3.2. Ecuaciones diferenciales de enésimo orden

Al igual que con el método de Euler, las ecuaciones de Runge-Kutta pueden
ser empleadas para resolver ecuaciones diferenciales de enésimo orden. Para
ello se sigue el mismo procedimiento que en el método de Euler, es decir se
transforma la ecuacidédn diferencial en un sistema de ecuaciones diferencia-
les de primer orden y se aplica la ecuacién de Runge-Kutta (ecuacidédn 10.29)
a cada una de las ecuaciones resultantes.

En el caso de la forma clédsica (que como se dijo es la forma a emplear en
este tema) implica el calculo de los cuatro pardmetros de la ecuacidn de
Runge-Kutta para cada una de las ecuaciones resultantes de la transforma-
cibén. Asi, como ya se vio en el método de Euler, la siguiente ecuacidn:

4 3 2 2.2
3x 8 Y (o)L 454y Ay Xy
dx* dx’ dx?  dx Xy
2.2
:3xyH!I_'_(x_y)ylw_l_syr!_y!_x Yy =0
xy
Puede ser transformada en el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
2 2
[+~
+

yr3:yorrr!:f x:yorylry2:y3): oy :y4
Yo=Y

Y=Y =Y,

yI2:y0!lI2y3

”

Donde Y“yo0” es el nuevo nombre que se da a la variable dependiente “y”,
pues ahora “y” es el vector formado por la variable dependiente “yo” y las
variables correspondientes a las derivadas (yi, Vy2, y3). Aplicando las ecua-
ciones de Runge-Kutta (10.29) a este sistema se tiene:

kl,OZhyl,j
kl,lzhy2,j
kip=hys
k1,3:hf(xj’y0,j’y1,j’yz,j’yw
k
_ 11
k2,0_h yl,j+7
k
_ 12
ky =h|y,y i+ >
k
_ 13
k2’2—h 3.t >
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k k k

A L et - S
yO] 2 ’yl,j 2 ’y2,j 2 ’y3,j B
k
— 2,1
k3’0—h yl,]+T
k
— 2,2
k3’1—h y2’1+7
k
— 2,3
_ h kzo k21 kys kys
k4’0:h(y1)j+k3’1)
k4,1 =h (yz,j+k3’2)
k4,2:h(y3)j+k3,3)
k4’3:hf(xj+h’y0,j k30 yl] k31’y2,j+k3,2’y3,j+k2,3

1
Yo, j+1= Yo, j+6_(k1 0+2k2,o+2k3,o+k4,o)

Vi 1= y11+6(k +2k, +2k \tky )

Yo js1™ +6_(k12+2k +2k, +k42)
1

V3 173, +g(k1’3+2k +2k, +k4,3)

De este ejemplo, se pueden deducir las ecuaciones generales para una
ecuacidén diferencial general de orden “m” (en un segmento “j” cualquiera):

ky i =hyia {i:O—>m—2
kl,m71:h f(xj, Yo i V1 Ymo1,j

k. =h +k1,i+1 i=0>m—2
2,i yi+1,j 2 = m

1,0 1,1 1,m—1
k =hflx+—,y, +——,y, +——,...,» ;
2, —1 0, 1 _17
" 72 72 72 " 2 (10.32)
_ 2,i+1 _
ks, h(yl+lj B ) [ =0>m—2
_ h kz,o kz,l k2,m—1
k3’m_1 hf(xj"'z;yo ]+ 2 :yl ]+ 2 ’ )ym_l’j-l- 2

k4,’:h(yi+l j+k3i+1) [i=0->m—2
Ky m- _hf(x *h Yo, k30’y1,j+k2,1""’ymfl,j+k3,m71)
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_ 1
Vi jr1= Vi j%e

xX.=x +h
JT

ky 2k, +2ky k| [i:o >m—1

10.3.2.1. Ejemplo manual

Para comprender mejor el procedimiento que se sigue en el método de Run-
ge-Kutta, se volverd a resolver la siguiente ecuacidén diferencial, encon-
trando el wvalor de la variable dependiente “y” para “x” igual a 1.3, 1.5,
1.8, 2, 2.4, 2.9, 3.3, 3.7, 3.8 y 4.

3y =3xy '+ +1.8711x P +14.49 x"1 —5=0
y=4, y'=11.3, y''=6.93, y'"'=0.693 para x=1
Se sabe que la solucién analitica de esta ecuacidén diferencial es:
y=3x2‘1+5x—4
Para efectos de comparacidén se programa la misma:
fc=function (x) {return 3*pow (x,2.1)+5*x-4;};
Se despeja el término de mayor orden:
3xy,—y,—1.8711x71—14.49x" 1 +5
3

v'3=y,=f(x, )=

Y se programa la funcidén resultante:

f=function(x,y) {return (3*x*y[2]-y[1]-1.8711*pow(x,-1.9)-
14.49*pow (x,1.1)+5)/3;1};

Se fija el numero de segmentos (en este ejemplo 10), se guardan los valo-
res conocidos (el ultimo valor de “x” (xn) es 4, porque es el ultimo valor
requerido) y se calcula el ancho de los segmentos (“h”):

n=10; x0=1; xn=4; y0=[4,11.3,6.93,0.693]; m=y0.length; h=(xn-x0)/n;

Ahora se pueden aplicar la ecuaciones de Runge-Kutta (ecuaciones 10.32),
para calcular los 10 puntos de los 10 segmentos (n=10), inicializando las
variables que forma parte del proceso:

vx=[x0]; vy=[y0]; k=0; x=x0; y=copy(y0); kl=new Array(m-1); k2=new
Array(m-1); k3=new Array(m-1); ké4=new Array(m-1);

Donde "vx" y "vy" son los vectores donde se guardan los puntos calculados
(para generar la funcidén de interplacidén). E1l célculo propiamente se lleva
a cabo dentro de un ciclo "for" que va desde "j=0" hasta "n-1" (para los 10
puntos) y dentro ciclos "for" para el cdlculo de los valores de "k".

for (3=0;3<n;j++) {for (1=0; i<m-1;i++) kl[i]=h*y[i+1]; k1[m-1]=h*f (x,Yy);
for (1=0;i<m-1;1i++) k2[i]=h*(y[i+1]+k1[i+1]/2); k2[m-
1]=h*f (x+h/2,add (y,div(k1,2))); for (i=0;i<m-1;i++)
k3[i]=h* (y[i+1]+k2[1i+1]/2); k3[m-1]=h*f (x+h/2,add(y,div (k2,2)));
for (i=0;i<m-1;i++) k4[i]=h*(y[i+1]+k3[i+1]); k4 [m-1]=h*f (x+h,add(y,k3));
for (1=0;i<m;i++) y[i]+=(k1[1]+2*k2[1]+2*k3[1i]+k4[1i])/6; x=round (x+h,15);
vy [++k]=copy (y); vx[k]l=x;};

Para calcular los valores requeridos se genera la funcidén de interpola-
cidén empleando en este caso el método de Newton:

vy=transpose (vy) ;
fi=geninnew (vx,vy[0]);
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Siendo los valores pedidos (redondeados al cuarto digito):

round (map (fi, [1.3,1.5,1.8,2,2.4,2.9,3.3,3.7,3.8,41),4)
[7.7048, 10.5293, 15.3084, 18.8612, 26.861, 38.5644, 49.3128, 61.3104,
64.5067, 71.1372]

Las soluciones exactas, obtenidas con la funcidén de solucidn, son:

round (map (fc, [1.3,1.5,1.8,2,2.4,2.9,3.3,3.7,3.8,41),4)
[7.7048, 10.5293, 15.3085, 18.8613, 26.861, 38.5645, 49.3129, 61.3107,
64.507, 71.1375]

A pesar de haberse empleado sbélo 10 segmentos, los valores calculados con
el método de Runge-Kutta son muy cercanos a las soluciones correctas, 1lo
que corrobora la mayor precisién del método.

Como un segundo ejemplo se resolverd la siguiente ecuacidén diferencial,
encontrando los valores de “y” para valores de “t” iguales a 0.2, 0.3, 0.4,
0.8, 1.1, 1.4 y 1.5:

y''+ty''—ty'=2y=t |[y=0; y'=0; y''=0 para t=0
Al igual que en el ejemplo anterior se despeja la derivada de mayor or-
den:

b% ’2:y3=t+2y0+ty1—ty2
Y se programa la funcidén resultante:
f=function(t,y) {return t+2*y[0]+t*y[l]l-t*y[2];};

Puesto que los valores a calcular son menores a 1.5, ese serd el valor
final de “t” (tn). Los valores iniciales vienen dados en la definicidén de
la ecuacién. Asumiendo 25 segmentos (n=25), los valores iniciales y el in-
cremento “h” para este ejemplo son:

t0=0; tn=1.5; y0=[0,0,0]; m=y0.length; n=25; h=(tn-t0)/n;

Se inician las variables que forman parte del proceso y se aplican las
ecuaciones de Runge-Kutta (10.32) (guardando los puntos calculados en los
vectores "vt" y "vy"):

vt=[t0]; vy=[y0]; k=0; t=t0; y=copy(y0); kl=new Array(m-1); k2=new
Array(m-1); k3=new Array(m-1); kéd=new Array(m-1);

for (3J=0;J<n; j++) {for (i=0;i<m-1;i++) k1l[i]=h*y[i+1]; k1[m-1]=h*f(t,y);
for (1=0;i<m-1;1i++) k2[i]=h*(y[i+1]+k1[i+1]/2); k2[m-
1]1=h*f (t+h/2,add(y,div(k1l,2))); for (i=0;i<m-1;i++)
k3[1]=h*(y[i+1]+k2[1+1]1/2); k3[m-1]=h*f (t+h/2,add(y,div (k2,2)));
for (i=0;i<m-1;i++) k4 [i]=h*(y[i+1]+k3[1i+1]); kd4[m-1]=h*f (t+h,add(y,k3));
for (1=0;i<m; i++) y[1]+=(k1[i]+2*k2[1]+2*k3[1]+k4[1])/6; t=round(t+h,15);
vy [++k]=copy(y); vtlkl=t;};

Con los vectores "vt" y "vy" se crea la funcién de interpolacidén (en este
caso con el método de Lagrange) :

vy=transpose (vy) ;
fi=geninlag (vt,vy[0]);

A\

Y con esta funcidén se calculan los valores de “y” requeridos (redondeados
al quinto digito después del punto):

round (map (fi, [0.2,0.3,0.4,0.8,1.1,1.4,1.51),5)
[0.00007, 0.00033, 0.00105, 0.01626, 0.05635, 0.14346, 0.18733]

Como no se cuenta con la solucién analitica, para determinar si los re-
sultados obtenidos son confiables, se repite el cédlculo pero empleando un
numero de segmentos igual al doble del anterior (n=50):
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t0=0; tn=1.5; y0=[0,0,0]; m=y0.length; n=50; h=(tn-t0)/n;

vt=[t0]; vy=[y0]; k=0; t=t0; y=copy(y0); kl=new Array(m-1); k2=new
Array (m-1); k3=new Array(m-1); kd=new Array (m-1);

for (3=0;j<n;j++) {for (i=0;i<m-1;i++) k1l[i]=h*y[i+1]; kl[m-1]=h*f(t,y);
for (1=0;i<m-1;i++) k2[i]=h*(y[i+1]+k1[i+1]/2); k2[m-
1]1=h*f (t+h/2,add(y,div(kl,2))); for (i=0;i<m-1;i++)
k3[1]=h*(y[i+1]+k2[1+1]1/2); k3[m-1]=h*f (t+h/2,add(y,div (k2,2)));
for (i=0;i<m-1;i++) kd4[i]l=h*(y[i+1]+k3[1i+1]); k4 [m-1]=h*f(t+h,add(y,k3));
for (i=0;i<m;i++) y[1i]+=(k1[i]+2*k2[1]+2*k3[1]+k4[1])/6; t=round(t+h,15);
vy [+tk]=copy(y); vtlk]=t;};

vy=transpose (vy) ;

fi2=geninlag(vt,vy[0]);

Y se grafican las dos funciones de interpolacidn:

plot ([fi, fi2],t0,tn)

0.18
0.14 S
0.12 1
0.1 1
0.08
0.0& +
0.04 4
0.02 4

0 4
T T T T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Como se puede ver en este caso las dos curvas son 1iguales (se
superponen), por lo que se sabe que los datos calculados son confiables,
corroborando una vez mas la precisidén del método.

10.3.2.2. Algoritmo y cédigo

El algoritmo del método de Runge-Kutta se presenta en la figura de la
siguiente pagina. Préactiamente s6lo difiere del método de Euler en las
ecuaciones empleadas.

El cbédigo elaborado en base al mismo y afiadido a la libreria "hpvlib.js"
es:

function rungekn (f,t0,tn,y0,n,np,mi) {
if (n==null) n=50;
if (np==null) np=20;
if (mi==null) mi="segmentaria";
mi.toLowerCase () ;
var k=0,vt=[t0],vy=[y0],h=(tn-t0) /n,m=y0.length;
var t=t0,y=copy(y0),j,c=1,r=0,fl=false, kl=new Array (m-1);
var k2=new Array(m-1), k3=new Array(m-1), k4=new Array(m-1);
if (n>np) {c=quot (n,np); r=np;};
for (3=0;j<n;j++) {
for (i=0;i<m-1;i++) kl[i]=h*y[i+1];
kl[m-1]=h*f (t,vy);
for (i=0;i<m-1;i++) k2[1i]=h*(y[i+1]+k1[i+1]/2);
k2 [m-1]=h*f (t+h/2,add (y,div(k1l,2)));
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rungekn: Método de Runge-Kutta para ecuaciones
diferenciales de enésimo orden.

(recibir f, 10, tn, yO, n, np, mi>\ f:
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(" t=40; y=y0; c=1; =0 fifalso )

: Método de interpolacion (v.p.d. «segmentaria)

[np>np] (c=oociente(n,np); r=residuo(n,n@

(" desde j=0 hasta n-1>

N}

l

L

‘ /Kdesde i=0 hasta m-2 )

< i=i+1 H k1i = h*yisq ) < Klm-1 =‘ h*(ty) )
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°
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for (i=0;i<m-1;i++) k3[i]=h*(y[i+1]+k2[i+1]/2)
k3 [m-1]=h*f (t+h/2, add(y, vi(k2,2)));
for (i=0;i<m-1;i++) 4[1i]=h*(y[i+1]+k3[1i+1]);
k4[m—1]=h*f(t+h,add(y,k3

(

))
for (i=0;i<m;i++) y[i]l+=(k1[1i]+2*k2[1]+2*k3[1i]+k4[i])/6;
t=round (t+h,15);
if (j%c == 0)
if (r>0) {
if (£1) {vt[++k]=t; vylk]=copy(y); r--};
fl1=1f1;}
else
{vt[++k]l=t; vylkl=copy(y);};
}
if (--j%c != 0) {vt[k]l=t; vylkl=copy(y);}
vy=transpose (vy) ;
switch(mi) {

case "lagrange": return geninlag(vt,vy[0]);
case '"newton": return geninnew (vt,vy[0]);
case "lineal": return geninlin(vt,vy[0]);

default: return geninseg(vt,vyl[0]);

}
Haciendo correr el programa con los datos del primer ejemplo manual, se
obtienen los mismos resultados que en dicho ejemplo:

f=function(x,y) {return (3*x*y[2]-y[1l]-1.8711*pow(x,-1.9)-

14.49*pow (x,1.1)+5)/3;};
fi=rungekn(f,1,4,[4,11.3,6.93,0.693],10,10, "newton") ;
round (map (fi,[(1.3,1.5,1.8,2,2.4,2.9,3.3,3.7,3.8,41),4)

[7.7048, 10.5293, 15.3084, 18.8612, 26.861, 38.5644, 49.3128, 61.3104,

64.5067, 71.1372]
Igualmente, haciendo correr el programa con los datos del segundo ejemplo
manual, se obtienen los mismos resultados que en dicho ejemplo:

f=function(t,y) {return t+2*y[0]+t*y[1l]-t*y[2];};
fi=rungekn(£f,0,1.5,[0,0,0],25,25,"lagrange") ;
round (map (fi, [0.2,0.3,0.4,0.8,1.1,1.4,1.51),5)

[0.00007, 0.00033, 0.00105, 0.01626, 0.05635, 0.14346, 0.18733]

10.3.3. Sistemas de ecuaciones diferenciales

Al igual que el método de Euler, los métodos de Runge-Kutta pueden ser
empleados para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales de primer or-

den:
ylozfo(t,yo,ylyyzy---,ym_l)
RAPESS I U5 VNS LS USRS U (10.22)

Y ot = (690,91 Y50 e V)

En este sistema “t” es la variable independiente, vo, Vi, V2, ... , Ym-1 €S

A\

el vector de variables dependientes “y

La ecuacidén general para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales
por el método de Runge-Kutta, se deduce simplemente aplicando las ecuacio-
nes de Runge-Kutta a cada una de las ecuaciones en un segmento “j” cual-

quiera:
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k k k
1,0 11 Lm—1 | |._
k2,i:hfi(tj+§’y0,j+ 5 ’yl,j+7’ ""ym—l,j+72 i=0>m—1
_ h ko ks Kymor | ).
k3,i_hfi(tj+5’y0,j+7’yl,j+7""’ym—1,j+T i=0->m—1 (10.33)
kg =hS (140 vy kg vy ko e Yy ks, ) [i=09m—1

1 .
Vi 1= Vi g Rt 2k 42 ks kg [1:0 >m—1
t.=t +h
] ]

Al igual que sucede con una ecuacidén diferencial de enésimo orden, prime-
ro se calculan los valores del vector "k;", luego los de "k,", "k:", "k" vy
finalmente los valores de las variables dependientes y el de la indepen-
diente.

10.3.3.1. Ejemplo Manual

Para comprender mejor el proceso que se sigue al resolver sistemas de
ecuaciones diferenciales, se resolverd el siguiente sistema, calculando los
valores de las variables dependientes (“u”, “wv” y “w”) para valores de “t”

iguales a: 0.05, 0.1, 0.14, 0.20, 0.23, 0.26, 0.30, 0.33 y 0.35.

”

u'—v+2w+2—2¢1°-12¢%2+10=0
VS w—5¢1"—21+35=0 u=3, v=—4, w=—7 para t=0

w'—2ut+v—1>+2¢1%-1.5¢%3+10=0

Se sabe que las soluciones del sistema son:

u=t"2+3
v=>r—4
Mﬂ:tlj——7

Primero, se reescriben las ecuaciones en funcidén de las variables yo, y1 V
y2 (en lugar de “u”, “wv” y “w”):

vo' =St y)=y,—2y,—?+2¢+12/2-10
yl'=f1(t,y)=—5y2+5t1'5+2t—35 Yo=3,y,=—4,y,=—7 para t=0
v =1Lt y)=2y —y =207+ 1.5° - 10=0
Siendo las soluciones:
yO=t1'2+3
y1:t2—4
y2:tl'5—7

Para efectos de comparacidn, se programa primero estas soluciones:
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fcl[0]=function(t) {return pow(t,1.2)+3;};
fcl[l]l=function(t) {return sqgr(t)-4;};
fcl[2]=function(t) {return pow(t,1.5)-7;};

Y se programan las funciones correspondientes a las derivadas primeras:

f=[1;

f[0]l=function(t,y){return y[l]-2*y[2]-sgr(t)+2*pow (t,1.5)+1.2*pow(t,0.2)~-

10745
fl[l]l=function(t,y){return -5*y[2]+5*pow(t,1.5)+2*t-35;};

fl2]=function(t,y){return 2*y[0]-y[1l]+sgr(t)-2*pow(t,1.2)+1.5*sgrt(t) -

107 };

Y para iniciar el proceso, se guardan los valores iniciales y se calcula

el valor de "h", fijando en este caso el numero de segmentos en 40:

t0=0; tn=0.35; y0=[3,-4,-7]; m=y0.length; n=40; h=(tn-t0)/n;

Ahora se deben generar los puntos para cada una de las ecuaciones del
sistema aplicando las ecuaciones de Euler (ecuaciones 10.33) a cada uno de

los segmentos (en un ciclo “for”).

Los valores de la variable independiente (“t”) vy dependiente (“yo”

) se

guardan (para efectos de interpolacidbén) en los vector “vt” y “wvy”. Los va-

lores iniciales de las variables que forman parte del proceso son:

=[t0]; vy=[y0]; k=0; t=t0; y=copy(y0); kl=new Array(m-1); k2=new
Array (m-1); k3=new Array(m-1); kd4=new Array(m-1);

Ahora se generan los 40 puntos (para los 40 segmentos):

for (3J=0;Jj<n; j++) {for (i=0; i<m; i++) [ ] h*f[l]( ; t_=t+h/2;
y_=add(y,div(kl,2)); for(i=O;i<m;i++) 2[1i]1= f[l]( ,y ) ;
y_=add(y,div (k2,2)); for (i=0;i<m;i++) 3[i]=h*f[i](t_,y ); t _=t+h;
y_=add(y,k3); for(i=0;i<m; i++) k4 [1] h*f[l](t ;Y )i for(i=0;i<m;i++) yl[i]
+=(k1[1]+2*k2[1]+2*k3[1]+k4[1])/6; t=round(t+h,15); vy[++k]=copy(y);
vtlkl=t;};

Entonces se crean las funciones de interpolacidén (empleando en este
el método de Lagrange) :

vy=transpose (vy) ;

fi—[]
i[0]=geninlag(vt,vy[0]);

i[l]=geninlag(vt,vyl[l]);

i[2]=geninlag(vt,vyl[2]);

caso

Entonces se calculan los valores pedidos empleando tanto la funcidn de
interpolacién como las soluciones conocidas, siendo los resultados para la

primera ecuacidn:

round (map (£1(0], [0.05,0.1,0.14,0.20,0.23,0.26,0.30,0.33,0.35]),3)
[3.027, 3.063, 3.094, 3.145, 3.171, 3.198, 3.236, 3.264, 3.284]
round (map (£fc([(0], [0.05,0.1,0.14,0.20,0.23,0.26,0.30,0.33,0.35]),3
]

[3.027, 3.063, 3.094, 3.145, 3.171, 3.199, 3.236, 3.264, 3.284
Para la segunda:

round (map (£1(1],[0.05,0.1,0.14,0.20,0.23,0.26,0.30,0.33,0.351),3)
[-3.997, -3.99, -3.98, -3.96, -3.947, -3.932, -3.91, -3.891, -3.877]
round (map (fc(1],[0.05,0.1,0.14,0.20,0.23,0.26,0.30,0.33,0.35]),3)
[-3.998, -3.99, -3.98, -3.96, -3.947, -3.932, -3.91, -3.891, -3.877]

Y para la tercera:

round (map (£1(2]1,[0.05,0.1,0.14,0.20,0.23,0.26,0.30,0.33,0.351),3)
[-6.989, -6.968, -6.948, -6.911, -6.89, -6.868, -6.836, -6.811, -6.793]
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round (map (fc(2],[0.05,0.1,0.14,0.20,0.23,0.26,0.30,0.33,0.35]),3)
[-6.989, -6.968, -6.948, -6.911, -6.89, -6.867, -6.836, -6.81, -6.793]

En todos los casos (a pesar de haber empleado sbélo 40 segmentos) los va-
lores calculados con el método de Runge-Kutta son bastante préximos a solu-
ciones conocidas, lo que una vez mas corrobora la precisién del método.

Como segundo ejemplo se resolverda el siguiente sistema de 2 ecuaciones
diferenciales calculando valores de las variables dependientes “x” y “y”
para valores de “t” iguales a 0.2, 0.5, 0.7, 0.9, 1.2, 1.3.

jx—x =2x+3y

! x=2.7; y=2 para t=0
dl=y’=2X+y

dt

Primero se reescribe el sistema en funcién de la variable “t” y el vector
de variables “y”

y' o= olt. y)=2y,+3y,

’ Yo=2.7; y,=2 para t=0
y' =1t y)=2y,+y,

Entonces se procede igual que en el anterior ejemplo, es decir primero se
crea el vector de funciones:

f=[1;
fl[0]=function(t,y) {return 2*y[0]+3*y[1];};
f[l]=function(t,y) {return 2*y[0]+y[1];};

En este caso se empleardn 50 segmentos (n=50), el uGltimo valor de la va-
riable independiente (“tn”) es 1.3 porque ese es el Ultimo valor requerido:

t0=0; tn=1.3; y0=[2.7,2]; m=y0.length; n=50; h=(tn-t0)/n;
Los valores iniciales de las variables que forman parte del proceso son:

=[t0]; vy=[y0]; k=0; t=t0; y=copy(y0); kl=new Array(m-1); k2=new
Array (m-1); k3=new Array(m-1); kéd=new Array (m-1);

Los 50 puntos (n=50) se calculan igual que el ejemplo anterior:

for (j=0;j<n;j++) {for (1=0;i<m;i++) k1[i]=h*f[i](t,y); t_=t+h/2;
y_=add(y,div(kl,2)); for(i=0;i<m;i++) k2[i] h*f[l](t 'Y )i
y_=add(y,div(k2,2)); for(i=0;i<m;i++) k3[i]=h*f[i](t ,y ); t =t+h;
y_=add(y,k3); for (i=0;i<m; 1++) k4[i]=h*f[i] (t_,y ); for (i=0;i<m;i++) yl[i]
+=(k1[1]4+2*k2[1]+2*k3[1]+k4[1])/6; t=round(t+h,15); vy[++k]=copy(y);
vtlk]=t;};

Con los puntos (guardados en los vectores “wvt” y “wy”), se generan las fun-
ciones de interpolacidén (en este caso empleando el método segmentario):

vy=transpose (vy) ;

fi=[1;
fi[0]=geninseqg(vt,vy[0]);
fi[l]l=geninseg(vt,vy[1l]);

Como ahora no se tiene la solucidén analitica, se generan otras funciones
de interpolacidédn para el doble de segmentos (n=100):

t0=0; tn=1.3; y0=[2.7,2]; m=y0.length; n=100; h=(tn-t0)/n;
=[t0]; vy=I[y0]; k=0; t=t0; y=copy(y0); kl=new Array(m-1); k2=new
Array(m-1); k3=new Array(m-1); kéd=new Array(m-1);
for (j=0;j<n;j++) {for (1=0;i<m;i++) k1[i]=h*f[i](t,y); t_=t+h/2;
y =add(y,div(kl,2)); for(i=0;i<m;i++) k2[i]=h*f[i](t ,y )7
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y_=add(y,div(k2,2)); for(i=0;i<m;i++) k3[i]=h*f[i](t ,y ); t =t+h;
y _=add(y,k3); for(i=0;i<m;i++) k4[i]=h*f[i](t ,y ); for(i=0;i<m;i++) y[i]
+=(k1[1]+2*k2[1]+2*k3[1]+k4[1])/6; t=round(t+h,15); vyl[++k]l=copy(y);
vt[k]l=t;};

vy=transpose (vy) ;

fi2=[1;

£fi2[0]=geninseg(vt,vy[0]);

fi2[1l]=geninseg (vt,vy[1l]);

Para determinar visualmente si los valores calculados son o no confiables
se dibujan las graficas de las dos funciones de interpolaciédn:

plot ([£1i[0]1,£12[0]1],t0,tn)

500
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

plot ([£i[1],£i2[11],t0,tn)

300 S

250

200 S

150

100

50

0+ T T T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Como se puede ver las dos funciones concuerdan a tal punto que se super-

ponen completamente, por lo tanto se concluye que las funciones de interpo-
lacidén generadas para 50 segmentos son confiables.

Los valores pedidos para la primera variable (x=yo), redondeados al 4 di-
gito después del punto son:

round (map (£1[01,[0.2,0.5,0.7,0.9,1.2,1.31),4)
[6.1778, 20.7643, 46.3142, 103.1579, 342.6202, 511.1526]
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Y para la segunda (y=y1):

round (map (£i[1],[0.2,0.5,0.7,0.9,1.2,1.31),4)
[4.2823, 13.9642, 30.9754, 68.8532, 228.4737, 340.8229]

10.3.3.2. Algoritmo y cdédigo

El algoritmo para encontrar las soluciones de un sistema de ecuaciones di-
ferenciales de primer orden, por el método de Runge-Kutta, se presenta en la
siguiente pégina. El cdédigo elaborado en base al mismo y afiadido a la libre-
ria “hpvlib.js”, es:

function rungeks (f,t0,tn,vy0,n,np,mi) {
if (n==null) n=50;
if (np==null) np=20;
if (mi==null) mi="segmentaria";
mi.toLowerCase() ;
var k=0,vt=[t0],vy=[y0],h=(tn-t0)/n,m=y0.length,t ,y ,fi=[];
var t=t0,y=copy(y0),j,c=1,r=0,fl=false,kl=new Array(m-1);
var k2=new Array(m-1), k3=new Array(m-1), k4=new Array(m-1);
if (n>np) {c=quot(n,np); r=np;};
for (3=0;j<n;j++){
for (i=0;i<m;i++) k1[il=h*f[i] (t,y);
t =t+h/2; y =add(y,div(kl,2));
for (i=0;i<m;i++) k2[i]=h*f[i](t _,vy )
y_=add(y,div(k2,2));
for (i=0; i<m; i++) k3[i]=h*f[i](t ,y );
t =t+h; y =add(y,k3);
for (i=0;i<m;i++) k4[i]l=h*f[i](t ,y );
for (i=0;i<m;i++) y[i]+=(k1[1]+2*k2[i]+2*k3[1]1+k4[1])/6;
t=round (t+h,15);
if (3%c == 0)
if (r>0) {
if (£1) (vt[++k]=t; vyl[kl=copy(y); r--};
F1=1f1;}
else
{vt[++k]l=t; vylkl=copy(y);};
}
if (--j%c != 0) {vtl[kl=t; vylkl=copy(y):}
vy=transpose (vy) ;
switch (mi) {
case "lagrange": for (i=0;i<m;i++) fil[i]=geninlag(vt,vy[i]); break;
case "newton": for (i=0;i<m;i++) fi[i]l=geninnew(vt,vy[i]); break;
case "lineal": for (i=0;i<m;i++) fi[il=geninlin(vt,vy[i]); break;
default: for (i=0;i<m;i++) fi[i]l=geninseg(vt,vyl[i]);
}

return fi;
}

Haciendo correr el programa con los datos del primer ejemplo manual se
obtienen los mismos resultados que en dicho ejemplo:

f=[1;

f[0]=function(t,y) {return y[1]-2*y[2]-sqgr(t)+2*pow (t,1.5)+1.2*pow(t,0.2)~-
107 };

fll]l=function(t,y){return -5*y[2]+5*pow(t,1.5)+2*t-35;};

f[2]=function(t,y) {return 2*y[0]-y[1l]l+sqgr(t)-2*pow(t,1.2)+1.5*sqgrt (t) -
107 };

fi=rungeks(£,0,0.35,[3,-4,-71,40,40,"euler");

round (map (fi1[(0], [0.05,0.1,0.14,0.20,0.23,0.26,0.30,0.33,0.351),3)
[3.027, 3.063, 3.094, 3.145, 3.171, 3.198, 3.236, 3.264, 3.284]
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___________ rungeks: Método de Runge-Kutta para un sistema de
3 ecuaciones diferenciales de primer orden.

(recibir f, 10, tn, y0, n, np, mD\ f:  Vector con las funciones de las derivadas d
N primer orden (Y'i=fi(x,y)).
C k=0; vt,=t0; vy,=y0; h=(tn-t0)/n )\\ t0: Valor inicial de la variable independiente .
\tn: Valor final de la variable independiente.
( m=N° de elementos en y0 ) y0: Valores iniciales de las variables dependientes .
n: N°de segmentos (v.p.d. 50)
\ np: Numero de puntos de interpolacion (v.p.d. 20)
C t=t0; y=y0; c=1; r=0; fl=falso ) mi: Método de interpolacion (v.p.d. «<segmentaria»)

[np>np]

c=cociente (n,np); r=residuo( n,n@

g desde j=0 hasta n-1 )

transpuesta de vt e

N}

‘ ,kdesde i=0 hasta m-1)—
J
( =i+t }—( ki = h*ity); i=i+1 )

N
‘ \/desde i=0 hasta m-1 )

N}
( i=i+1 sz = h*fi(t+h/2,y+k1/2D
N

‘ kdesde i=0¢hasta m-1 )

( i=i+1 Hsi = h*fi(t+h/2,y+k2/2D

N

| o desdei=0 hastam1

J
(et ) kdi= hef(tehy+k3) )

N

\/desde i=0 hasta m-1 D
\I/ —
yi= yi+(k1i+2*k2+2*k3i+k4i)/6> t=t+h

)& fresiduo(j/c)=0]

[r>0]

[fl=verdad]

k=k+1; vt =t; vy,=y; r=r- 1)
|

k=k+1; vt,=t; vy,=y

_ fl="1

[residuo(j-1,c)<>0]

vti=t; vyi=y

J
/\desde i=0 hasta m-1 )

fi; = genin"mi"(vt,vy;)
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round (map (£4(1], [0.05,0.1,0.14,0.20,0.23,0.26,0.30,0.33,0.351),3)
[-3.997, -3.99, -3.98, -3.96, -3.947, -3.932, -3.91, -3.891, -3.877]

round (map (£1(2],[0.05,0.1,0.14,0.20,0.23,0.26,0.30,0.33,0.351),3)
[-6.989, -6.968, -6.948, -6.911, -6.89, -6.868, -6.836, -6.811, -6.793]

Igualmente, se obtienen los mismos resultados con los datos del segundo
ejemplo manual:

fl0]=function(t,y){return 2*y[0]+3*y[1];};
f[l]=function(t,y) {return 2*y[0]+y[1];};
fi=rungeks(£f,0,1.3,([2.7,2]1,50,50);
round (map (£i[0],[0.2,0.5,0.7,0.9,1.2,1.31),4)

[6.1778, 20.7643, 46.3142, 103.1579, 342.6202, 511.1526]
round (map (£i[1],[0.2,0.5,0.7,0.9,1.2,1.31),4)

[4.2823, 13.9642, 30.9754, 68.8532, 228.4737, 340.8229]

10.4. EJERCICIOS

Como en los anteriores temas para presentar los ejercicios que resuelva
en la calculadora, copie las instrucciones en un editor de texto y luego,
al momento de presentar el trabajo, vuelva a copiarlos y ejecutarlos en la
calculadora. Alternativamente, puede guardar el ejercicio resuelto como una
pidgina HTML, haciendo clic derecho en pagina y eligiendo la opcidén “guardar
como” (o su equivalente) y guardando la pagina como padgina web completa (o
fichero Gnico) asigndndole un nombre adecuado como ejerciciol.html.

1. Encuentre los valores de “y” para los valores de “x” dados, resolviendo
la siguiente ecuacidén diferencial con el método de Euler. Luego dibuje
la funcidén de interpolacidn resultante:

y'=y(x2—1) yil para xf()
y=? para x=0.3,0.6,0.8,1.0,1.3,1.5,1.7,2

2. Repita el ejercicio anterior empleando el método de Runge-Kutta.

3. Encuentre los valores de “y” para los valores de “x” dados, resolviendo
la siguiente ecuacidén diferencial con el método de Euler. Luego dibuje
la funcidén de interpolacidén resultante (emplee el método de Newton para
la interpolacién) :

y'=5—x—xy y=2 para x=0
y y=? para x=0.1,0.2,0.3,0.4,0.5

4. Repita el ejercicio anterior empleando el método de Runge-Kutta.

5. Encuentre los valores de “y” para los valores de “x” dados, resolviendo
la siguiente ecuacidén diferencial con el método de Euler. Luego dibuje
la funcidén de interpolacidén resultante (emplee el método de Lagrange
para la interpolacidn):

yr=x’+y’ y=2 para x=0
y=? para x=0.2,0.5,0.7,1.0,1.2,1.3,1.4

6. Repita el ejercicio anterior empleando el método de Runge-Kutta.

7. Encuentre los valores de “y” para los valores de “t” dados, resolviendo
la siguiente ecuacidén diferencial con el método de Euler. Luego dibuje
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

la funcién de interpolacidédn resultante (emplee el método segmentario
para la interpolaciédn):

yI= y=2 para t=1
y=? para t=1.3,1.6,1,8,2.0

Repita el ejercicio anterior empleando el método de Runge-Kutta.

Encuentre los valores de “qg” para los valores de “t” dados, resolviendo
la siguiente ecuacidén diferencial con el método de Euler. Luego dibuje
la funcidén de interpolacidén resultante (emplee el método de Lagrange
para la interpolaciédn) :

L4464 +50g=24sin(101) [4=0 para 1=0
2 g=? para 1=04,06,08,1.2,1.4,1.6,19,2.1

Repita el ejercicio anterior empleando el método de Runge-Kutta.

Encuentre los valores de “x” para los valores de “t” dados, resolviendo
la siguiente ecuacidén diferencial con el método de Euler. Luego dibuje
la funcidén de interpolacidén resultante (emplee el método de Newton para
la interpolacién) :

x""+64x=16cos(8¢) |¥=0 para 1=0
x=? para t=0.1,0.2,0.5,0.6,0.7,0.8

Repita el ejercicio anterior empleando el método de Runge-Kutta.

Encuentre los valores de “x” y “y” para los valores de “t” dados, resol-
viendo el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales con el método de
Euler. Luego dibuje las funciones de interpolacidén resultantes (emplee
el método de Lagrange para la interpolaciédn):

x'=xy+t |x=0,y=1 para t=0
y'=x—t |x,y=? para t=0.1,0.2,0.4,0.6,0.7,0.8

Repita el ejercicio anterior empleando el método de Runge-Kutta.

Encuentre los valores de “x” y “y” para los valores de “t” dados, resol-
viendo el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales con el método de
Euler. Luego dibuje las funciones de interpolacidén resultantes (emplee
el método segmentario para la interpolaciédn):

u' =2v+2+° =21 1.2+ 7=0
vi+3w—41"7=21+25=0
w'=3u+2v—=1+t"—1.5:"+8=0
u=3,v=—4,w=-7 para t=0.3

u,v,w? para t=0.33,0.35,0.4,0.42,0.45,0.47,0.5

Repita el ejercicio anterior empleando el método de Runge-Kutta.
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